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Prefacio 

Dentro del conglomerado de cursos que compren- 
den las Ciencias e Ingenieria, existen algunos que inspi- 
ran prioridad precisamente por el rol importante que re- 
presentan en el estudio de otras asignaturas; o en el am. 
bito de la profesion misma. 

Es el caso de DINAMICA, materia que exige del 
alumno cierto grado de preocupacion si se anhela afron- 
tarla con resultados positivos. Dicha preocupacion debe. 
ra estar dirigida a complementar Ios conocimientos teo- 
ricos, mediante el estudio, analisis y solucion de pro- 
blemas aplicados a la rama en referencia. La experien- 
cia refleja que todo concepto nublado con un ejemplo se 
aclara, haciendo facil lo que muchas veces erroneamente 
suponemos diffcil. 

Considerando ello y cubriendo asi una experiencia. 
os presento mi obra de: PROBLEMAS RESUELTOS DE 
DINAMICA, como a un solicito amigo que coadyuve en 
vuestro esfuerzo y dedication, en la trayectoria hacia el 
conocimiento imprescindible de esta rama del saber. 

He dedicado sumo cuidado en su elaboration y co- 
mo yos dareis cuenta, amigo lector, algunos problemas 
contienen su propia teoria; complementando su explica- 
cion mediante diagramas e indicaciones vectoriales que 
c acilitan su interpretacion; (Ver problemas V 150 ?06 
466, etc.). 

Al termino de algunos problemas he agresado baio 
el rubro de OBSERVACIONES IMPORTANTES, aclara- 
ciones teoricas o conceptos generalizados corolarios de los 
problemas referidos. 

Deseo concluir expresando mi gratitud a mi ex-Profesor 
de Dinamica Ing. Maximo Gaivez y a mis condiscfpulos de 
clases, puesto que con elios aprendi a enfocar y discutir 
problemas de dicha asignatura. lo cual mis tarde estimulo 
mi imciativa p^ara emprender la obra aue os Dresento 
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SIMBOLOS Y UWIDADES USADAS Ei\l LA PBESEiUTE 0B3A 



Magnitud. 


Si'moolo 


Simboio 


Eeuacidn 


Unidadcs 




Escalar. 


Vectorial. 


Dimensional 


Empleadas 



Aceierccion Lineal 
Aceieracion Angular 
Aceieracion 

gravitacional 
Velocidad Lineal 
Velocidad Angular 

Desplazamiento lineal 
Desplazamiento angular 

Masa 

Peso 

Fuerza 

Frecuencia 

Densidad 

Cant, de movimiento 

Periodo 

Potencia 

Tiempo 

Energfa cinetica 
Energia pofencial 
Trabajo 

Energia por friccion 
Energia por F. Extern as 
Desplazamiento infinite- 
simal virtual. [Operador 
Operador para deriv.a - 

das parciales 

Vectores unitarios: 

— Sist. Carteciano 

— Sist. Cilmdrico. 
— S\st Esferico 

— Sist. Tang, y Normal. 
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CINEMATIC A DE UWA PART1CULA 

Estudla el movnnitnto, preacindlendo de las causes que lo orlginan. 



Movimienfo de una Parficula 

[Traslacion] 



Movimienfo de una Lfnea 

[HotacibnJ 



Despiazamien 


Velocidad 


Aceleracion 


Despiazamien 


Velocidad 


Aceleracion 


-fo Lineal 


Instanfanea 


Insfanfanea 


-fo Angular 


Angular 


Angular 


( p) 


( r= v) 


P sr v = a 


A9 j 


0 = OJ 


9 = cu=oc 



Movimienfo Absolufo , 

iRespecto a un slatema fljo da coordenadas) 



Movimienfo Relafivo 

(RespectQ a un ai3tema , mdvil de coordenadas) 




Enfre dos portfolios. 

( Traslacloa o Rotaclon) 



De una parficula res- 
pecfo a un sisfema de 
coordenadas moviles, 

(Traslacibn y Rotaci6n> 



D08LE F1AJALIDAD DE LA CINEMAT1CA. 

c.-Es consideroda r 0 mo capifufo infroducforio a la 
Oinamica, asumiendosele el esfudio geomefrico 
del movimienfo. 
b.-Como ciencia aplicada consfifuye el fundamenfo 
de la Teorfa de los Mecanismos. 
DSSESVACIOAIES IMP OR T A WTES: 
-AQ . 0) y of fienen direccion perpendicular al piano de des 
p ozamiento y senfido deferminado par la regia de la -Mono derecha" 
-El senhdo del vecfor (o es el mismo del vector ^ 9 
d.enco as, con cc cuyo senfido no necesariamenfe es igua! al de u 
-La efpcdad de una parlfcufa sigue la direccion fangenfe a su fra- ' 
yecfona descnfa. 

— 5 - 



1 —La aceleracion de la gravedad de una 
particula que cae hacia la Tierra esta defi- 
nida por: a = — gR2/r2, donde r es ia dis- 
tancia desde el centra de la Tierra a la par- 
ticula, R el radio de Ia Tierra y g la acele- 
racion de la gravedad en la superficie te- 
rrestre. Deducir una expresion para la velo- 
cidad de escape, o sea la velocidad minima 
con que se ha de lanzar una particula ver- 
ncalmente hacia arriba desde la superficie 
terrestre, para que no retorne a la Tierra. 
Supongase v = 0 — - r = oc 



SOLUCION: 
Segun e! enunciado: 



R 2 

a = -g-5. 




Sustituyendo la ecuacidn 1 e integrando: 

JYdv = -gf? 2 /ir 

J donde C es un cpnstanfe de 
integracion cuyo valor se deduce a partlrde las condiciones supuestas. 

C V = O „ r = a: ) 

Luego: 2 

°= -Jr" + C * C = 0 

Ademds por condicion de velocidad de escape: fv = Vo— *r = R) 
puesto que estd referida a la superficie ferresfre. 

23 R 2 
R 



Por lo fanfo: 



Vo 2 = 



+ 0 



2gR 



Resp. 



2. — EI sistema piston-manivela del meca- 
msmo amortiguador mostrado, se desplaza 
dentro del cilindro que contiene aceite. 
Cuando la manivela retrocede con velocidad 
inicial de 4 pies/Seg. el piston es obligado 
a desplazarse forzando aj aceite a pasar por 
pequenos orificios que tiene dicho piston. 
Si la desaceleracion del piston es proporcio- 
nal a su velocidad, determine el desplaza- 
miento de la manivela en funciun del tiem- 



<2= 



E 



SOLUCION: 



— 6* — 



Segun el enunciada se afirma: a KV ; da donde se deduce: 

a-f --KV — f =-K.dt 
Integrando segun ccndiciones iniciales: 



4 ^0 



L n (V - 4 ) = - K( t - 0 ) -V =4eiS«/ Seit [1] 

Sustifuyendo ( 1 ) en la ecuaci6n de la velocidad V = f ( t) se obtiene: 

v = 4e -kt p dr= 4e -^ dt 

/r 
dr =4/ e -!ct dt 
0 Jo 

(r- 0)= - -jL c <f ki - e° ) 

Finalmente: r= 4.(1 - 0*«). *. Resp. 

K 

3.-Cuando un peso se deja caer so- comprimirse el material elastico. Slen- 
bre una superfiae rfgida la acelera- do Vo la velocidad cuando r = 0, de- 
cion de su contemdq elastico se puede termine la velocidad para cualquier 
definir por la reiacion a = — K.tg instante en funcidn de r. 
»r/ il, donde L es el espacio que puede 

SOLUCIO.\ r : 

En el problema No. 1 fue demosfrada fa reiacion: V. dV = a dr, 
donde segun el enunciado; a = - K. tg.wr/2L. Sustifuyendo este 
valor e infegrcndo enfre los limifes especificados se deduce: 

I** 



Simpiificando: V = ]/ V 0 2 + ±^=-< L n Cos. • — 

ft zL 



Resp. 



560.— Un reactor aereo se desplaza sobre 
la pista de despegue con un empuje que 
Droduce una accleracion constante hacia 
adelante dc 10 nics/seg. 2 Si la velocidad de E ~ . — » . j 
despegue cs 180 millas/Hr. determine la 

disiancia s rccorrida en la pista desdc el L 

arranque al punto de despegue, y el corres- Vi Vq 
pondiente tiempo empleado. 



V=180^j= 264 pi.,/,. g 



EI tiempo t estara definido por la Ecuacion: 
dV = a.dt 



/264 ft 
dV. = 10/dt 



Integrando entre los Ifmites prescritos en (T) hallamos: 

t = 26.4 ,«g. 

Segun(A) tenemos: 

V = Vo+at 
dx = [Vo+at]dt 



Integrando: 

Como parte de reposo: 
Luego: 

Desarrollando el integral : 
Luego : 

OBSERVACION: 



J x, Jt t 



[Vo + at]dt 



Vo= o 
x, - 0 

t« = o 

x = s 



/'S T26.4 
ds = / [0f10t]dt 

S=lD0][26.4] 2 
S = 3,484.8 P i.,. 



El factor se us a para transformar 
milias/Hr. a pies/seg. 



4. — Un impulso producido por una fuerza 
retardadora, actua durante 3 Seg. sobre una 
particula que se mueve hacia adelante con 
una velocidad de 200 pies/Seg. EI registro 
oscilografico de !a desaceleracion se mues- 
tra en la fisura. Determinar la velocidad 
de la particula cuando t = 9 Seg. 

SOLUCION: 



Observando el grafico ?« deduce: 

Para eltramo OA. [ 3 primeros segundos] la aceleracion es 
nula [ a = 0.] Por lo tanto integrando se obtiene : 
-V A /"3 



V = q =0 ta f d v= ofdt = o 

-^200 Jo 

o — v A = 200 "% g< 



' 200 
Va - 200 



Para el tramo AB _: d =-4g. [ desaceleracion ] j 0 sea: 

dV=-4g./dt 
v A =200 J 2 
Va -200 = - 4g (6-3) — V B - (200 -l2 ff )P% ( 

Para el tramo de B a 9 Seg. £ a = Q ] : 
~V 9 



V Q - Va = 0 — 



V 9 = Vb 



[I] 



Reemplazando en ClJ el valor numerico de V fl : 

V 9 - [2 00 - 12 (32. 2) ] -V 9 = -186.4P ! «X eg . 



S.— Determinar en funcidn del tiempo, la 
aceieracidn. velocidad v desplazamiento dc 
una particula que Dane del reposo, sabien- 
do que dicha aceleracion es proporcional 
a la raiz cuadrada del desplazamiento X. 



SOLUCION: 

Segun el enuciado: Q = U( \f% 

De Ic ecjccion de la aceleracion se deduce 
dV _ dV 
dt ~ dX 



= KX' 



a 



(A) 



v.dv = a.dx 



Sustituyendo la ecuacicm A e inregrando: 

' V 

V.dV 



JKX V2 . dX =■ JV 
Jo Jo 



§ k [x«-o] = — * v = Vt-** (B> 

De la ecuoclcn de ia velocidcd: d*X = V-dt 



Susfituyendo la ecuc<_:6n C en A y' B se obtiene: 

a - — ' a = £ ** 



562. — Una partfcula se muevc sobre plazamiento /\,\ de la partfcula du- 
el eie X con accleracion constante rante el intervalo de 3 segundos si- 
x = 4 pulg./scg.- Determine el des- puiente al instante en que su ve!oc> 

dad es 30 pulg./seg. 

SOLUCION': 



En el prob.'ema 560 se demostro: 
.Reemplazando li'mites y valores: 



limites y valores: 
[*-*,] = j ^30 + 4tj dt 

Efectuando: 



4x = 30 J 3-o} + J. (4J (9J 
Ax = 108 poig. Resp 



6.— Un provectil disparado en un locidad dentro del medio. Determinar 

medio resistente con velocidad V, , su- ] a expresion de la velocidad del pro- 

fre una desaceleracidn igual a cv a yectil en funcidn del tiempo t que du- 

donde c v n son cons tan tes y v la ve- ra j a penetracidn. 

SOLUCION; 

Segun el enunciado se afirma a = - C V" [ Desaceleracidn ] v 

Pero: a = <£L ► © 

at V . 

Integrando © P ara ' as condiciones especificadas: 



f Y* n dY = - c f dt 

= - ct+ 0 

T - n 



Luego: 



v 1 *" = v;- n - ( 1 - n ) ct 

V =[vr + ( n - 1 )ct J"" Res P-. 



558.— La velocidad de salida de una da verticalmente considerando nula la 
bala de rifle calibre 30 es 3,000 pies/seg. resistencia del aire y suponiendo la 
cCJue altura alcanzara la bala dispara- gravedad cotistante? 

SOLUCION: 

La altura pedida estara definida por la Ecuacion V.dv = a.ds 
Integrando tenemos : fVz ^Sz 

ds 

' St 

V/-V, 2 = 2a[s 2 -s ( ] 
Para hmax. tenemos : Va = 0 a = g 

S| = 0 S2= h 



I Vdv = a / 
•'V, J s , 



Luego : 



. vf [3,000] 2 
2g 2[32.2J 



h = 139,800 ? \< 
— 11 — 



Resp. 



m 



8.— Un grupo de pequenas bolas de ace- 
ro, caen desdeel reposo a traves de un ori- 
iicio una tras otra con frecuencia constant 
n. Desprecie la resistencia del aire y deter- 
mine Ja separacidn vertical h entre 2 bolas 
cualquiera. en funcidn del tiempo t de ia 
bola que esta mas arriba. 

SOLUCION: 
Despues de un tiempo t la velocidad V A 
de la bola superior estard deCnida por la ecuacion 
dV = Qdt 




Donde: a = g 



Infegrando: - /** 

JdV = Q / dt j 
r y [ ^ " ° ] = 9 ft "' 0 ^ ^ v * = 9t (5) 

Cons.derando que V A es la misma velocidad-que adquiere la bolal 
of pasar por el punto A, suponemos que la bola B parfe de A con 
velocidad inicial V, = V A . Luego: De la ecuacion I S 

/ dV = Q / dt 

y V, = V A / t o s0 

[Ve - V A ] = g [ t, - oj ^ V B = V A +gt r .-(g) 

y segun III : dh = [\/ A + gtijdt, 



Pero: V s = 
infegrando: 

Por [onto : 



dh 
dt, 



fdh * j '[V A + gt t J dt 



[h- oj = v A t, +" igt? 



Segun el enunciado: Frecuencia f - n ^ t _ \ 

Reemplazando II y V en IV ; 



® 



— 12 — 



10. — Luego de suprimirle el combus- 
tible a un turboreactor, su rotor des- 
acelera debido a la accion del roza- 
miento del aire, proporcional al cua- 
drado de su vciocidad anyular, v de 
la friccion cons;;.nte en los cojinetes. 

SOLUTION: 

Segun el enunciado se afirma: C 



Entonces la desaceleracion puede er. 
presarse como: b — co* J donde b y 
son consAantes y w es la velocida^ 
angular del rotor. Determinar el tierr. 
po t necesario para que se detenr 
si el rotor parte del rcposo con vc 
locidad angular oJ 



= -( b + CCJ 2 ) 
Sustituyendo esta valor en la ecuacion de la cceleracion angular e in- 
tegrand© se obtiene: 



dt 



J« r! 



( Vb) 2 + ( VcTcj) 2 



£ integral directa 



Jo * ).. 

_ r t - 0 1 - -i. I" -Lore. tg. )£±L - _L arc. jg.J^S 



Ademris cuando se defiene: to =0 
Por fanto: 1 



arc. rg.O = 0 



Resp. 



565.— La velocidad de una parti'cula 
que se mueve con movimientos recti- 
li'neo varia linealmente con su des- 
plazamiento, desde 20 pies/seg. a 80 



pies/seg. durante un intervalo de 400 
pics. Determinar la aceleracion de la 
parti'cula en el pun to medio de dicho 
intervalo. 



SOLUCION: 

La aceleracion media estard definida por !a ecuacion: 
Infegrando entre los Kmifes especificados se deduce: 



VdVca.ds 



f v 2 

I V.dV = a I 



Luego : 

Sustituyendo valores numericos: 



V a a -V 2 = 2a[si-Si] 
" 2 [ S H 



as- 



6,400 - 400 
2(400-0) 



a = 7.5 



. Resp. 



— 13 — 



La aceleracidn vertical de un cohete 
de^ combustible solido se define por: a = K 
e ^ v — S- dondo K, b v c son constantes, 
v es la velocidad que adq'uiere v g la acele- 
racion de la gravedad (constants cuando 
vuela en la atmosfera). El termino exponen- 
cial representa cl efecto del empuje que dis- 
minuye a medida que quema el combustible 
y el termino - cv el del frenado devido a 
1* "f/fwc'a atmosferica. Determinar la 
e rei "i a .^'ocidad vertical del co 
ner e t segundos despues del encendido. 

SOLUCIOM: 

Por condicion del enunciado la ecuacion de la aceleracidn es : 

Q = Ke- bt _ CV - q 
Considerando que; q _ ^L=v' s e obhene: [ordenando J 

V ' +CV =K bt - 9] © 

Es una ecuacion fmeal de la forma: v'+ f(t)v=Q(t) (2) 

cuya solucion conocida es: (3) 



V = e '""at + C, 



Segun(T)y©: f(t) r C — /f(t)dt = /cdt = ct 

Q(t) = [ K e- bt - g] 
Reemplazando en (3) 

V = e- £f [/( Ke b '- g) e" d t + C t ] 

v , e-[ Ml + c,j 



Integrando : 



+ <*" - f © 



Cuando 



t = 0 



V =0, luego:C 1= £ - © 



Reemplazando 5 en 4 
V = 



ce- b '-e- ef ) + ±(e" f -i) R«p. 



egun 




16.— Sobre el disco giratorio mostrado se 
aplica un momento, el cual hace que la 
aceieracion angular oc sea incrementada li- 
nealrnente con el desplazamiento angular 9 
medido desde el reposo Para estas condi- 
ciones se cumple ia relacion: lex: = M — K8 
donde I es el momento de inercia constan- 
te del disco, M el momento fijo de arran- 
que cuando 9 — 0, y K una constante. 
Lalcuiar la ecuacion del tiempo t que tar- 
da el disco en girar 9 radianes a partir del 
reposo . 



oc = (M + K8)/I I 1 ! 

De la ecuacion de la aceieracion angular se deduce. 
dCJ dCJ / d0\ dCJ 
a = dT = dT \7T)-- ^ — " ^ = ocd9 [2] 

Susfituyendo ( I J en ( 2 ) e mfegrando segun condiciones iniciales: 



r 



cu 2 / 2 - M9 + K§ 2 
I 21 



K9* 2M0 



I 



I 



Reemplazando uj por 



• su ecuacion dg / dt e mtegrando nuevamehfe 
segun las mismas condiciones ini ' ' 




0 



o <s o 

JVata Complerando cuadrcdos en el radical se ha trasformado en 
integral de solucion direcfa Por fanro- 



M 
+ — 
K 



Despeiando 



i/T, [ (K9+M)/K + V9 2 + 2M8/K ] 



Resp 



MOVIMIENTO CURVILINEO PLAIUO Y DEL ESPACIO 

Observaciones : 

La direccion de la aceleracion total de una parti'cula en movimiento 

curvilmeo, se define por la suma vectorial de sus componentes 

La aceleracion tangencial de una partfcula sigue la direccion de 

su velocidad; y el sentido lo determina a (Ver grdfico) 

La aceleracion normal siempre estd dirigida hacia el centro de 

curvatura. 

Tr»yectort» do P ' 




7 y 
k A 



Centro de Curve ture 



Movimiento Curvilineo Piano 

27.— Si la armadura XY tiene aceleracion 
a en la direccion X. y velocidad consrante 
en la direccion y; demostrar que: — g. Sen. 

A — a. Cos 9 - r9, siendo r (constante) la 
longitud del pendulo simple y 9 su amplitud. 

SOLLCION: 

Observando el diagrama se deduce : * = 1 ~^ ± J 

Posicion absoiuta de m(x,y) 

X * S, + C, + rSen.8 ; Y = 5 2 '+ { 2 - rCos.8 

Denvando ambas ecuaciones respecto al h'empo : f { y r constants ) 

X = S, + r9Cos.8 j Y = S 2 + rSSen 9 

X = S, + r8 Cos.8 - rQ'Sen.Q; V = 5 2 + rg Sen. S + r9 2 Cos.S 

Pur condiciones del problema y del pendulo simple : 

I = 0 * =- 9 t-..— , 

Si - a S 2 = 0 

Susfifuyendo estos valores en las ecuaciones de X e Y : 

C = a + r9 Cos.8 - r8 2 Sen.9 — * r8 2 Cos.G = 

(aCos.0 + r8 Ccs 2 8 )/ Sen. 8 

-g = r9 Sen. 8 - r9 2 Cos.0 - r9 2 Cos.9 = -g - fS Sen. 9 

Resolviendo el sisrema de ecuaciones ; 

-gSen8 - a Cos.9 = r#*( Sen? 9 + Cos* 6 ) 
-gSen.9 - aCos.S = r8 L.q.q.d. 



35.— Una particula se mueve siguiendo la 
trayectona de la espira Ioearitmica mos- 
trada. Calcular !os mddulos de la veloci- 
i d u y 0 aceIeraci ° n respectiva en funcidn 
de b. B y sus derivadas, sabiendo que 
9 = co es constante. 



SOLUCIOX: 



Per condicio'n de! probfema: 
a be 




p = e t 



Espira logaritmica r = 9 



9 = 9 



Derivando respecto a! tiempo y susriluyendo $ = gj 

r = b9e b9 . J 9 = CO [ constant] 



r = b 2 9 2 e be 



8=o 



La ecuacion de la velocidad en coordenadas polares se define 
por; V = V r + V 9 / V r = f = bcje b9 

Donde: J 

(v 9 = r0 s cje bQ 



Luego: 



= V(bcje b9 ) 2 + (cje b9 ) 2 



: cje b9 + b 2 " 



La ecuacion de (a aceleracion en coordenadas polares se define 
P°r: CI = Q r + a 9 , Cl r = (r-r9 2 ) = CJ 2 e b9 (b 2 -l) 



Donde: 



CL Q =(r9 + 2r9) = 2bGJ 2 e b9 



a = V[cj 2 e b3 (D 2 - 1 )]%[ 2cjb e b e] 2 



Finalmenfe; 



a = cj 2 e b9 ( b 2 + i) Res P- 



fc on i6 i, «- tiene -Mats 

vatura de la tr^ZZ J , rad:o de cur- 



SOLUCION: 

Observando el grafico se deduce: 

V = 2,500 i ~ V= 2,500 Pie»/s** 0 

Q= - 16* - gj = - 164-32. 2J 

La aceleracidn norma! esta relacionada por la ecuacion ' 

a Jy*gi = J_ z _ tP - V 3 

v p r ~|Vxa| w 

Siendo VxO =( 2,500; )x (-16,< - 32.2 J ) = -80.5x 10 4 K 

|Vxd| = 80-5 x 10 4 „ ^ 

Reemplazando las Ecuaciones 1 y 2 en [I] : 

P = 8 f 0.5x Q 10- — f= 1*4*164 pi#< Resp. 

de^'min^"? if 5 . 4 ^ 1 ? dado Ia aceleracidn 
del punto A del volante mostrado es 10 
Pies/seg. y la rapidez periferica del pun- 
to B decrece a razbn de 8 pies/seg en a- SB / V* 
da segundo. Calcuiar para este ins tame ?a -£^«-7 jf^L 
veioddad angular del volante. mstante ,a ^gj [ ~~ 

SOLUCION: 
Para el punto A se, tiene: 

a A = a t + a n •••© 

Donde: Q A = 10 p; .^ jeg7 ^ 120 Pu 1?/Ses2 0 

Ot = roc =6cc pMi 8/ , e9 2 (3) 

a n = ru 2 = 6cj 2 Pui g ./ See2 . © 

En el punto B se tiene: 

[a t ] 3 = Roc = 8a: . a- = ZiZll = . , 2 rad/W 

Se eonsidera la misma velocidad angular para los puntos a y B 
Porque ambos pertenecen al mismo cuerpo n'gido 
Luego en [3]: 

Ot = 6 (-12) =- 72 P-'g/W (5S 

Reemplazando©,©,©, en el modulo de la ecuacion 

(120)= (-72 f + (60)V 
hfectuando haliamos: 

cj = 4 Resp 

- - — 12 — 




39.— EI movimiento de una particula en el 
piano vertical de un sistema polar esta re- 

fido por las coordenadas: r = 3t* y 9 = 0.5 

en. r.t/4 , donde r esta expresado en Pulg. . >^ 

9 en rad. y t en Segundos. Determinar la ve- t f 

Jocidad y la aceleracion de dicha particula 3 X 

Seg. despues de iniciado su movimiento. Z-fS 

SOLUCIOtf: 

Segun ei enunciado: 



r = 3t 2 


8 


Derivando se obtiene: 




r = 6t 


9 


r = 6 


8 


Para la condicion t ~ 


3 Seg. se obfiene: 


r = 27 


9 


r s 18 


9 


r = 6 


e 



8 =|0.5 . Sen. tt\M\ 



3 

rr 



2 

3 - • Sen. rrt/4 



Sustituyendo esfos valores en las ecuaciones de la veloddad y aceleracio, 
en coordenadas polares se obHene: - 

v = fe r + r6e 9 =i8e r -27(^)e 9 — - v=i9.s w*js*i 

0 = (r - r9 2 )e r + Cr§ + 2f9)e a 

Cuyo modulo es: 

0 ~ 16.4 Pulg./S«g2. Res P- 
— IS — 




42. — Un satelite de masa m se mueve en 
una orbita eJiptica-en torno a la Tierra. La 
fuerza sobre el satelite en la direccion trans- 
versa es nula por lo que su aceleracion en 
esta direccion es cero. Probar la segunda 
ley de Kapler para el movimiento planeta- 
rio que dice: "El radio vector r barre areas 
iguaies en tiempos iguales". En el grafico 
se ilustra cl area dA (omm') barrida por el 
radio vector en un instante dt. 

SOLUCION: 



Segu'n el enunciado la ley a demostrar puede expresarse matemati 
camente como 

dA 

- dt 

La aceleracion en la direccion transversal se define en coordenadas 
polares 

Qe =>0 + 2f 9 

Lo que es -lo mis mo . 

* ■ d 



; K 



Integrando considerando que Q 9 = 0 

r2 e = c (D 

En el grafico observamos para un dA aproximadamente se puede 



considera r 



dA : 



(r + dr) ( rd9) 



1 r 2 d9+-l r d9.dr 
^ 2 2 

El producto de 2 difer enciales es despreci able , luego: 



Dividiendo por dt 



d A 



dA 
dt 



= ~r 2 d9 
2 



= -r 2 3 
2 



© 



Sustituyendo [i] en la ecuacion [nl 
dA _ _C_ 
dt " 2 

C es constante. Por lo tan to: 
dA 

"dT = K 

— 20 — 
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43.— Un cohete disparado verticalmente 
es rastreado por la antena de radar mostra- 
da Determinar las expresiones de la veioci- 
dad y aceleracidn del cohete, en funcidn de T 
Jas medidas polares r y 9 y sus derivadas I 
respecto al tiempo. 

SOLUCION 

Segun el grafico la posicidn del cohete esta definida por e! 
vector: 

r=X; + rSen_9J , donde X = constante 

_ . V Por fo canto X = 0 1 

Denvandoj considerando I : 

f = 0 i + [r Sen0 + r8 Cos 9 }J 
Considera ndogue:f = V sus mdduio s seran: 

[V = rSen9 -f- r£Cos9j 
La aceleracidn del cohete estara definida por: -^f osea: 
Q =r d7 = ^Cos9 + u Sen8 + reCosG + r9Cos9 

- re 2 SenQ 

Simplificandojhallamos la aceleracidn pedida. 

Q = rQ [senQ + CosQ] + [r-r8 2 ] + r9 Cos9 



™t*'~ Un obj ' eto 9 ue se sue!ta desde el re. 

? ,tura , h P° r en cima de una su- 
perfine horizontal, parecera no caer rerrf 

§mmm 

ve ocjdad vertical de ca.da libre L 2 a 
veloe.dad angular de la Tierra y % % 5 



SOLUCION 



Por condicion del problema se tiene: 

Qx =s - 2V y . w .Cosy 
Ademas la velocidad en caida lifare esta definida por. 

Luego : § =2gCJt.Cosy 



Integrando respecto ai tiempo: ~ t 

S = 2gCJ.Cosy> J t.dt sgcj.Cos.y.t 2 

S s gw.cosy y^ dt 

S = ^- gOi . Cos y t 3 ~ 

La altura h en caida libre esta definida por: 
n = v,t + J- gt 2 =0 + ^-gt 2 

Luego : t = y^T - ^ @ 

Reemplazando H en -I 

Finalmante: ■ __ 

s = lZl. uh yV. C0j . y Resj) 



43. — Forraando 209 respecto a la horizon- 
tal se dispara un proyectil con velocidad 
iniciai de 2,000 pies/Seg., sobre un bianco 
que dista 4,000 pies sobre la horizontal. 
Calcular la coord^nada H despreciando la 
resistencia del aire. [Ver figura] 



SOLUCION 




Segun las ecuaciones del movimiento parabolico : 

Ux= U Cos 20°= 2,000 (0.937) 
Ux = 1,860 ?i .,/ jas , 

Ccmo an la dfteccidh horizontal la aceleracio'n ss caro : 
Xmax am x = t.U;t 

Luego : 

t=4^-=2. 32 „, 



1,890 



© 

Segun el granco^el tiempo t es el mismo para las coordenadas 

® 



XjH del punto P } luego: 



H « Urt-2. gt a 



— 22 — 



Adema's: Uy= U 5en.20°=2,000 (o,34) 

Uy= 680 pi«*/ieg. 

Reemplazando © y ® en @ : 

H = 630 (2.32)- 1(32.2) (2,32) 2 

Finalmente simplificando : 

H = 1,492.8 pies. 



46.— Determinar el angulo £ mostrado, tal 
que al soltarse un proyectil desde el avion 
que vueia a 5,000 pies de altura con veioci- 
dad de 1,320 pies/Seg. inclinado 45*? respecto 
a la horizontal, de en el bianco. 

SOLUCION 



Usaremos las Ecuaciones de! despfazamiento parabdlico: 

Xmox =(Jx.t 

hmax = (Jy.t4.JL gt 2 -_ 

Segun (Jj) el desplazamiento vertical sera'; 2 

5,000 = 7,320 Cos 45°t + l.gt 2 
.16.1 t 2 + 660V'2t - 5,000 =0* 
Resolviendo hallamos: 

, _ 159 

1 ~3U " 3 : — 

Segun (J) el desplazamiento horizontal sera'; 




VT 

Xmax = 1,320 — t - ■ 

Como los tiempos son iguales, segun (in) y (rv) 

Xrnax = 4 610 afaj 



Adema's en el gra'fico : 
Calculode 0: 

Laego en@y@ 



f-k 45° 



tg/N^- =0.9227 
£=42°42' .__ 



« = 2°18' 



.47.— La ecuacion de la travectoria des- 
ert ta por una partfcula P de'fluido en ia 
bomba centrffuga mosirada, se puede aproxi- 
mar a: r = r 0 e n * donde n es una constanfe 
sin dimcnsiones. Si ia bomba rota a veloci- 
dad consramc G=K; determinarla exprcsion 
de la acelcracion total de la partfcula un 
instante antes de abandonar la pala radial. 



SOLUCION 




La aceleracion fofal de P en coordenadas polares esfd definida por 
la ecuacion: 

0= p f -re]t,+ [r9-2fGje e M 

Por condiciones del probfema: 

_ . , r = r o e " 9 e 85 K= constanfe [n] 

Denvando; 0 = 0 [Ill] 

r = r tf nGf« rA] 

r = r on =eV 9 nn Se- * 

Ademds, muitiplicando la ecuacion (A) por dt se obfiene' 
dr=r o ne n8 d0 

Infegrando antra los Jfmifes r 0 y R se g Un e | enunciado; 

/ dr = r 0 n /VdQ 

[R-r 0 J=r 0 [e n9 -i] 

Reemplazando las ecuaciones II ||| y C en f A ) w , B ,. ^ 

r=n R K :. y l*)' rn7 

r = n 2 R K* Z ° 

Susftfuyendo las ec uaciones II , III , D y E en el modulo de ia ecuacion I: 

a= */ [n-KK 2 - RK 5 i + f0 - 2nRK=f 

Q= V> K 4 (n 4 -2n= + 1 )+R 3 K s (4n»> ' 

Q= R K 2 ( n 2 + 1) 



Por lo fanto 



Resp. 



48.— Lna partfcula que se desplaza a Io 
targo de la travectoria curva mostrada, pasa 
por el punto O con una rapidez de 12 pies/ 
5eg. y va decelerando hasta llesar a 6 pies/ 
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Seg. cuando pasa por el punto A, que esta" 

% S P j SS de 0 medid os sobre la curva. Si 

dicna desaceleracidn es proporcional al des- , 

piazamiento AO. y !a aceleracidn total de I a 

la particula es 10 pies/Sea.* al pasar por A- ! ? 

determine el radio de curvatura de la tra- \ / 

vectona en el punto A. ■ ^/ 

SOLUCION A 

La aceleracidn totaf expresada en coordenadas tangenc.'al y normal 
esta definida por : 

,2 



Por condicidn del problem a: 

OA = S = 18 pj.i 



a A =s e , + [iJ J e n=10pi . >/j<s2 Q 

^problem a : 
A = S = 18 P !„ 

S = Q t = KS = — = iJCil ... fjl) 
dt ds dt " w 

Luego se tiene : 

V.dV = KSds 

Integrando, considerando los siguienteg h'mites : 

Para el punto O: S =. 0 »V«12 

Para el punto A : S =18 »V = 6 

r* h* 

j VdV= K j Sds 

Desarrollando: 12 ° 

.36 144 fl* 2 ] 

DeSPeiando: K=-i ® 

Reempla2ando@ en la ecuacio'n (fi) 

S=-l(l8) = -6 0 

Ademas: S=V A = 6p .^.,» (§) 

Reemplazando 0 y (?) en el modulo de la ecuacidnf?) 

100 = 36 + ^— ^ 
Finalmente: pi 

P = 4.5 pie, Resp> 



49,—Una parti'cula que se mueve sobre ™ ^»aocBi ■ km ii „ i 

una curva plana tiene una velocidad v de '*•'«*«, ^ J 1 

20 pies/Seg. y una aceJeracion total a de 100 ^ L^^ i 

pies/Seg.2. En esta posicion e! radio de cur- "T^X^*^ 

vatura de la trayectoria es 80 Pulg. y el an- - _ — • / V 

gulo 8 entre el vector velocidad y una recta I / 

fija de referenda tiene valor, en su segunda I 

derivada respecto al tiempo: d = 3rad./Seg.2 \q/ 

Determine la variacion en unidad de tiempo I / 

del radio de curva tura p de la parti'cula 1/ 

en A. T ii 

SOLUC10N 

Para el instante representado Va estara expresada por: 

va = pe 

Para los valores dados: 

a _ Va 20x12 _ 

La aceleracion total en coordenadas tangencia! y normal esta 
definida por: 

a = a t + a, „® 

Donde: Qf = _«L | p Q | = pe+pe -® 

an ' m VL 2 ® 

P 

Dando valores especificados en el problema:- 
En© Or = H(3) + p(3)=20 + 3f 

En ® On - (20) 2 . 12 = go 

80 

Segun la ecuacion (T) deducimos: 

a z = a* * ctn 2 

Reemplazando valores: 

[100] =[20 +3p] 2 +[60] 2 
Simplificando, tendremos la ecuacion: 
3p 2 +40 f> -2,000 = 0 

Desarrollando esta ecuacion: 

* _ -40 +160 

r 6 

Donde' p = 20 P ;e./ s . 9 . Res P' 
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50.— EI vector posicidn de una partfcula 
P que se desplaza sobre una curva plana es- 
ta dado por: r =2te,, donde e,es un vector 
unitario en la direccidn radial, t es el tiem- 
po en segundos y r esta medido en pulga- 
das. EI desplazamiento angular de r esta da- 
do por la ecuacidn: 9 = tV2, donde 9 esta 
medido en radianes.. Determinar la acele- 
racion de la particula cuando t = 2 seg. 
y representar ademas su posicidn, en este 
instante indicando la direccidn de la acele- 
racion. 



SOLUCION 
De acuerdo af 




Luego : 
Derivando: 



enunciado del 
r = 2ter 

r =2t 

r =2 

V =0 



problema se deduce: 



e =t 
e = 1 



Para t = 2 Seg. (condicion del problema) se obtiene! 
r = 4 Puij. 5 



7* 

e =— =2 

2 



r = 2 Pulj./Sej ; 8=2 nd./See 

r = 0 Pulg./Seg2. ; 6=1 rud./3eg2. 

La aceleracion en coordenadas polares. se define por: 

cua r +a Q [i] 

Donde: 

a r =r-re 2 
ae=re +2re 

Dando valores numericos: 

Qr=0 ~ 4^2 ) 2 = -16 PuIsf./SegS. 
O e =4(l)+2f2)(2)= 12 pulg./s.g* 

SusHfuyendo esfos valores en la ecuacion (I): 
a=-16€r + 12e 0 

Donde: 

Q — 20 Pulg./Seg2. •' Resp. 

Segun la ecuacion A se afirma: 

9=2 rad. 

ror fanro: Q _ 114.5° 

Con Ayuda de este dngulo se orienta la aceleracion en el grdfico 
adjunto. 
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590.— El eslabon OA tiene movimiento ro- 
tativo hmitado y ob.'iga ai pasador P a des- 
plazarse en las guias ranuradas como se 
muestra en el grafico. Determinar las com- 
ponentes de la aceleracion radial v transver- 
sa de dicho pasador por diferenciacibn di- 
recta de sus coordenadns si e! eslabon tiene 
velocidad angular constante K. 

SOLUCIOiV : 



La ecuaa'on de la trayectoria. esfard definida por : 
h = r Cos. 8 = constante. 

Derivando: 
flU o = r Cos. 9 - r9 Sen.Q 

fill] o = r Cos. 9 - r9 Sen. 9 - f 9 Sen. 9 - r§ Sen. 9 - r 9 2 Cos. 
Reemplazando: 9 = K = consfanfe 
9=0 

EnfiJyfii] 

r = rQtg.Q = . — y<_tg.e 
Eri [m] y [IVJ 



ill 



fivj 



Cos. 9 

2r9 Sen. Q + r Q 2 Cos.Q 
Cos. 9 

• r - _ 2hK* tg. e ± hK 2 
Cos. 9 

Las compohenfes de la aceleracion de la trayectoria esldn definidas por; 

^2 



Q r = r - r9 2 
Qa = r9 ■+ 2r9 



fAJ 



Reemplazando valores en las ecuaclones A y B: 
Q Q = 0 + 2K- 



2hK 2 tg. 2 e + * nK 2 

Cos. 9 

hKtg.Q 
Cos. 0 



Cos. 8 



Finalmsnte :e ofariene : 

Q r = 2hK 2 . Sec. 9 tg. 2 9 
Q 9 = 2hK 2 . Sec. 9 tg.9 



Resp. 
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52. — Si un satelite artificial terrestre tiene 
una velocidad de 18,000 millas/hr. en el pun- 
to de aproximacion maxima (Perigeo) sirua- 
do a 200 millas sobre ]a Tierra, determine 
el radio de curvatura 0 de su travectoria en 

el perigeo. E! radio de la Tierra 'mide 3,960 / *' '~'JL£\ xV Kg 

mtllas y ia aceleracidn abso'uta de la grave- I "f "ST" 

dad en su superficie es 32.20 pies/Seg.2 V/ ' 

SOLUCION 

Tal como se observa en la figura : f del perigeo pasa por el eje 
diametral de la tierra [d.veecion normal] La ecuacion de la aceieracion 
normal Q„ se ra: 

a„ = P (f = ((y) =~ donde a„ es la aceieracion de 
la gravedad [g 1 ] en el punto de posicion del sate'iite. Luego : 

r irf © 

Calculo de g v 

En la superficie de la tierra segun la ecuacion del movimiento gra- 
vitatono: 



B=mg = ^Mjn--*GM-=gR 2 © 

Donde : R= radio de la tierra 

G=constante gravitacional 
g = aceieracion de la gravedad 
en la superficie 

A una altura H se tendra 

F; = m,g T = G.M.m ~ 



Reemplazando ©en ® i n 1 - g R * 

(R -f H ) 2 



© 



Reemplazando© en © ^ „ V ^ R + K) ' /2\ 

r ~ qr 2 

Dando valores, numericos 

p = (T8,000)Y3,960->-200) 2 _ 5,230(4,) 6 o) 2 
(3 2.2 f|^0O3 2 j(3 t 96O) a ~ 32.2(4] ( 39 6) 2 

Observemos que g se ha cambiado a millas/ h 2 

Finalmente: ^ p = 452Q Resp . 
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55.— Lna nave aerea que vuela horizon- 
talmente a 600 millas/hr. a una altura de 
4.000 pies, suelta un cohere desde el punto A. 
Si el empuje imprime al cohete una acele- a 
racion horizontal de 0.5g. determine el angu- 
lo de la linea de vision al bianco para un 
acerto directo y la horizon tal 

SOLUCION 

Segun ei grafico la distancia horizontal recorrida sera: 

X = 4,000 Cofg.9 
Este desplazamienfo esfard definido por la ecuacion- 

x = v x t +1- axt 2 

2 

Reemplazando © en (2) y dando vaiores numericos: 

4,000 Cofg.9 =60o[^Jt + l[ 0 .5g]t 2 

4,000 Corg.9 = 880 U± t 2 
4 

U distancia vertical esta regida por la ecuacion 



y = V y t +• 
Como Vy = 0 , tendremos 

Luego 

• =20^ 



gt 2 



4,000= 0+1- gt 2 



© 
© 

© 



© 



Reemplczando la ecuacion (4) en (3): 

4,000 Cafg.0 m 8 00 (z o)^S + f ( 2 of^j 



Simpiificando 

tenemos 

Luego 



considerando que: g = 32.2 pies / Seg.a ' 
Cotg.9= 3.971 
9= 14°a' 



Resp 



n P mf.7 EI brazo ranuratI ° OA forza a un 
pequeno p,n a mover.se en la guia espiral 

e de1 e rp mda P ° r: , r = K9 - EI b ™° OA par 
te del reposo en la posicion: 9 = Z/4 v tie- 

s?nX?£ ff-?, racit3 . n a ngular constante'i en 
d£ del ™. l > hor ™°- Determinar la aceiera- 
cion del pm cuanao 9 — 3 7T/4. 

SOLUCION 
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La aceleracion del pin estara definida por la ecuacion en coorde- 
nadas polares: 

a = (r -r9 2 )er +(r9 +2r9)e0 — Q 

Segun el enunciado se tiene: r = K9 

Derivando. r = K9 =Ku 
r = K 9 =Kct 
Ademas de la ecuacion; oe — 4" ; deducimos: 
_ dco ,dcj . . d8. *d cu . 
dt d9 dt " 'd9 



Integrando cuando g varfa d 



Efectuando: 



f w f3y 4 4 



Tf_ a 3/Tf 
4 



Considerando II reemplazamos valores en la ecuacion I : 
a = [k«--|- KlT 2 a:]er + [^.7rKa: +2K<ocje 0 

El modulo de Q sera: 

d^\J [Koz-A K5 Z oc]+ [I <Kcc +2Ktfo:] 2 

Q= ^E^(4-3K 2 ) 2 +[111T] 2 ' 

Desarrollando, finalmente hallamos: 
a st 10.75 K« 



Resp. 




37.— La forma de una leva es tal que el 
centro del rcdillo A que sigue su contomo, 

se mueve sobre una cardioide definida por- &\ 
r = b — c. Co s8, donde b ^ c. Si la leva # ' 
no rota, determinarJa aceleracion de A en 
terminos de 8 si el brazo ranurado gira en 
senndo antihorario con veiocidad an<nilar 
constante cj 

SOLUCION 

Por condicion del problema: 

r =b-cCos0 ; donde b>c . Q 

a=o — » puesto que co = constante ..... (n) 
DerivandoQ) : ^ 

r =r cQ.SenQ - • - <fy 

r- c0 2 Cos0 4. c 0 Send @ 
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Reemplazando valores en las ecuaciones(fij) y © 

f = cu Sen 9 ® 

r = ccj 1 Cos 9 (I) 

Las componentes de la aceleracion en coordenadas polares as 
tan definidas por las scuaciones: 
Or = r r r9 2 . 
aa= r9 +2r9 
• Reemplazando A , B y II deducimos: 

Qr= cu 2 Cos6 -(b-cCos9)w 2 
a 9 = 0 + 2c w 2 Sen 9 
La sumadeambas componentes sera: 

g= V(ff + Ql 

Q = Voj 4 [2cCw©-b] l +4c 2 u*Sen 2 9 

Finalmente simplificando. ; 

Q=w 2 V4c*+b 1 -4Cb Cos0 Resp. 



58. — El brazo AD resbala libremente en 
el collar en O. el cual pivota tambien libre 
en ese punto. Determinar la cxpresion de la 
aceleracion del centro del rodillo guia A, si 
el brazo tiene una velocidad angular cons- 
iante: 9 = K. en sentido antihorario para 
un intervalo de su movimiento. 

SOLUCION 

En el triangulo AOO se deduce : 
r = 2b.Cos 9 

Derivando: 

f =-2 b 9. Sen. 9 ' 
r=-2b0.Sen.9 -2b.Cos.e[e] 
Reemplazando: e = K = consiante. 
9 = 0 

tenemos: 

r = - 2bK.Sen.9 
r = -2bK 2 Cos.8 

Las componentes de la aceleracion para !a trayectoria curvilinea 
esta definida por: ^ 

Qr = r ' - r 9. # 

a 9 = r 9 -f- 2 r 3 
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Reempiazando valores 

Or = - 2bK . Cos.e - 2bK z . Cos.6 
q 9= -2 (2bK 2 . Sen 9 ) 

EI modulo del vector suma sera: 



a 

Finaimente: 



== ,\/[-4bK 2 . Go.s 9] 2 -f [-4bK*. Sene ] 
q =y / 16b 2 .K 4 [Cos 2 9 + Sen 2 e] 

a = 4bK 2 * es P- 



59.— En un tiempo: t = 0 se emite desde 
A. un electron con veJocidad U- en direction 
del eje x sobre un campo electrico: E = E» 
Sen.pt, que forma angulo recto con- U. El 
electron tienc en la direction de E una ace- 
leracion sE/m. donde e es la carga del e'ec- 
tron y m su masa. Encontrar las ccordena- 
das x e y del electron al final del primer 
ciclo completo de E. La frecuencia f = 
p/ 2Tt del campo es constants 

SOLUCION 

Considerando el enunciado afirmamos: 

CL Y = E ; donde E = Eo.Sen.pt (J) 

dUy 

Sabemos ademas que Cly= -j— 
Luego: dU y = E ~*df 




De© dU y =e_i-2..Sen pt.dt . 

Integrando desde Oat: 
rUy ft 

dU, = ^- Sen pt.dpt 



Desarrollando y reempiazando iimites : 
eEo ' 
Pm 



Uv r _llji ' fCos.O - Cos.ptL . e_EoJl-Cos.pt 1 

T J Pm L J 



dy . 
Sabemos que Uy = • luego segun la ecuacion anterior 

dy- _ [1-Cos .pt]dt 

integrando desde O al primer periodo 1= -i = --=--£ ® 

f P 
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r y f T 

I d y - eEo J [t- Cos. ptjdt 



Desarrollando y reemplazando llmites segtin !i 

y =-^[f-7( Sen2ir - Sen '°5 

Luego: y = - J 



Pm 
2le Eo 



Resp. 



Ademas como la aceleracion producida por el campo no tiene 
componente en la direccion x, afirmamos: 



Finalmente: x — 27f U 
P 

50. — La gufa vertical mostrada se mueve 
sobre ei brazo hori/.ontal con velocidad 
constante X = 5 pies/Seg. antes de cara- 
biar la posicion de su movimiento en x = 5 
Pulg. El pin P se mueve simultaneamente 
en las guias vertical y .circular. Determinar 
la aceleracion anguiar 8 de la l/nea OP en 
el instante cuando x = 3 Pulg. 

SOLUCION: 

El presente problema demuestra una forma usual de 
relacionar las coordenadas rectangulares con las polares. 



Resp. 




Segun el grafico el vector X esta definidopor: 



Luego : 
Derivando : 



X = r Sen 0 A 
X = rSen 9 

X= r 0 Cos9 



X = r 9 Cos G -r6 2 Sen9 - 
Puesto que X = constante >X=0 



Luego en (Tj) 



- 9 Cos9-r9 Sen6 =0 



8 = Q 2 tg 9 



Perc segun (f) : 

9 = * = 43 _ 16_VT 



rod-/ seg. 

rCosG 6 X£ 3 7 
2 



/ demas en el grafico : 

tgQ = ^L 
3 

Reemplazando valores en (Jh) tenemos; 

3 

Efectuando : 



0=49.3-^- Resp . 



61. — Si la guia vertical ranurada mostra- 
da en el_ problema u z .60 tiene una acele- 
racion x = — 4 pies/seg.2. en x = 3 Pulg. 
y si la veJocidad angular de OP es Q = 2 
rad./Seg. en ese mismo insfante, determi- 
nar Ja aceleracidn angular correspondiente 
§ de OP. 

\ 

SOLUCION 

Sequn el problema anterior: 

tge = VI •• (D 

3 W 
' Sec0 = © 

. 2 

X = r0 CosQ-r [9] SenQ (g) 

Despejando 9 

;s=^ + [9] 2 tgG 

Reemplazando valores: 



Luego : 



9=-« 
6 



rod. 2 

9 = -0.77 — , g T Resp. 
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62. — La terccra etapa de un cohete se se- *1 - t^itr" 

para de la segunda con una velocidad U de ^rfCr?* 

10,000 millas/nr. en A y vxiela balisticamen- \ 

te hasta B, donde la tangente a la trayec- * ^ jh 
toria y la horizontal forman 20?, procedien- /+s' 

dose aqui al encendido del cohete motor. La ✓ c L -**X 

aceleracion de la gravedad 2 se mantienc _ 

constante a 30 pies/Seg2. Calcinar el tiempo f >] 

t de A a B y el mcremento h de altura. \X* J\ t^rff 

SOLUCION 

Transformando unidades dadas: [Ver conversiones en aDendice] 

g = 30t^T = 30a§§§ J ^,=73,295.45^..../^. 
El incremento de altura h esta contenido en la siguiente ecuacion 
de caida libre: 

[Uytf = [U»K " 2_9h •• -•-© 

Ademas segun el grafico, aplicando ecuaciones del movimiento co 
nocidas tenemos: 

[Ux] A = U.Cos 45°=5,000\/2 mii««/ h6 @ 

En el punto B deducimos: 

[Uy] B = [Ux] B .tg. 20\ ; • ® 

Considerando que para movimiento parabolico V x = constante. 

Mb= k*] A • ® 

De acuerdo a IV reemplazamos Jl en la ecuacion III 

[Uy] B = 5.000 vT^- tg . 20° «iU«/h* , g) 

Segun el grafico: 

[Uy] A = U. Sen. 45= 5,000 /F mill- / hr . . (§) 

Reemplazando A y B en la ecuacion T 

h = 5x1Q 7 f 7 - tg*20°J _ 5 x 0.87x10 7 
2x73,295.45 146,590.9 

Luego^ 

h as 295miiias. * Resp. 

Ademas: h ==■ f(t) ,esta definida por la ecuacion. 



h 2 
Dando valores; 

295x5,280 = 5,000 ^2 [y^]^^(30)i a 
Simplificando hallamos: 

t 1 - 69 2 t -104,00 0 = 0 
Desarrollando la ecuacion deducimos. 

692 - 252 . n „ n 
t = 2 — -220 jeg. 

Luego: 

" t = 3 m;n. 40« 3 . - ReS P- 



63.— Un pequeno objeto es Ianzado hacta 
arnba como se muestra. Determine el mo- 

dulo U de su velocidad inicial. U. .>** >T f 

SOLUCION j°°' 

El vector U esta definido por: 

U = Ux * Uy (T) 

Para : - 100 Uy = 0 

Luego: 

Uy - Uy = 2gh 

- Uy = 2 (-32.2)100 

Uy = 80.07 A 

Las coordenadas del pU nto A seran: 

x = 120 . Cos a = i 2 o(-f) =96 _ 

Y = 120. Sen 6 = 120 (-i ) = 7 2 pi .. 
Este desplazamiento estara definido por las ecuaciones- 

lzT;±^ '• © 

* - UM © 

Reempfazando valores en II ; 

72 = 80.07 t- ( 32 .2 ) t 5 
2.01. t 2 - 10.008- 1 +9=0 

Resolviendo la ecuacioii hallamos; 

1=3.81 s.g. 

U x = -* -'-96 _ 

f ~ OT* - 25.12 B 

Reempfazando A y B en I ; 

U = \/L80.07j- + /;2 5.12] 2_ 

Finalmente efectuando : 

U - 84 " 2 "*•>■ . Resp. . 
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64— El brazo ranurado A3 pivofa en 0 y yv 
soporta la muesca C, cuya posicion en la / \^ 

guia depende de la cuerda fija en D y qu- */ 
. fermanece tensa. El brazo AB velo- ^ 

cidad angular constante uj en se nt doan- 
tihorarlo durante un interval© de su rota 
Son y r = 0 cuando » =0° Determine hi - 
aceleracion de la muesca en funcion de 9. 

SOLUCIOM , ... . i 

La aceleracion de C expresada en coordenadas polares estd def.mda 

por la ecuacion: <2 - ■ n rl 

a _ rQ ] 6r 4-[ 0+2r9jee LIJ 

Donde: G = w = consranfe — - © = 0 " till 

Del ardfico se deduce: r Q , q rA1 

r = R-[R-2R Sen|-]=2R Sen— L A J 

Derivando y segun la afirmacion II se obtiene: 

f = RQCos. 8/2= R w.Cos. 6/2 ~ L 1 

, =-R9(f )Senl=-iR^Senf P3 

Reemplazando II , B y C en el modulo de la ecuacion I se deduce: 

a =yj[.BjSSen I ,2Rco 2 .Sen|]^[0 4. 2R^Cos|-] 

a = ^R a w 4 Sen?9/2+4R 2 « A . Cos 2 ^. 

a =^^25 W| +16 Cos. 2 f. . ... . . 

2,/ 9~7 , ' Resp- 

a - RW V4 + 4 Sen 3- 




65 —El brazo ranurado pivota en 0 v gira 
con velocidad angular constante W en sen- - , , 
tido antihorario en torno a la leva hia mon- 
tada exentricamente. Hallar la velocidad y la 

aceleracion 'del pin A en posicion 9 = TtU. sf K 
cuvo diametro se desprecia y esta siempre W 
en"contacto con la leva. Nfc^iMB%^L./ 

SOLUCION 

Por Ic ley de cosenos del Iridngulo AOC se deduce. 

b 2 =r %e%-2er.Cos.9 - 

Derivando respecto al tiempo: _ , , 

0 = 2rr ^2er . Cos.9 - 2er9. Sen.9 
0 = rr *(ff-ex9. Sen.9 + ..r .Cos.© - e.r.9. Sen.9 

.er9fCos.9-er6. Sen.9 UIIJ 
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Reemplazando los Siguientes valores conocidos: 

Q =^-^ 0 - oj = constante 

5en JL--\ 8=0 

o — 1 



Cos . | =0 
De la ecuacion I tenemos: 

De la ecuacion JI hailamos: 

0 

r 

De la ecuacion Hi deducimos: 



r r + o 
e cj 



Y = -(r)-t-2rQSene^0 
r 



r = e f u 



El modulo de la velocidad en coordenadas polares sera: 



V = V[?] 2 +[rw]* = V e ' w2+ L b '- 

V = b w 

El modulo de la aceleracion en coordenadas polares es: 



Q =\/[r- r0T+[r9- 2r§] 2 
Reemplazando IV , V , VI 



© 



yb^e 2 



66.— Determine la ecuacion de la envoiven- 
te a c!e las travectorias parabolicas de un 
proyectil disparado en cualquier anguio, pe- 
rn con la misma velocidad inicial. (Se su- 
giere sustituir m = tg.9, siendo 8 anguio de 
tiro que forma con la horizontal. EI pun- 
to A se anroximara a la envoivente cuando 
Ja? dos raices de !a ecuacion cuadratica tien- 
dan a la iguaidad) Despreciar la friccion 
del aire y suponer g constante. 

SOLUCION 



Resp. 



\\1 
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La - trayectoria de un disparo es parabplfca, luego estara regida 

por !as Ecuaciones: 

y - U Sen 6 .t__L. e t 2 J 

2 

x = U Cos 9 . t ; IL 

Despejando t de II y reempiazando en I : 

t = _J5 

U.CosQ 

y= x.t g Q_ g 

2 U 2 

Sustituyendo: m=.tg.9 tenemos: 

[l*m 2 ] = 5ec 2 6 
y « mx-1 . gJl[lfm l ] Ill 

Esta ecuacion es cuadratica en m y podemos escribirla: 

f (x >yi m) = y - rnx + 2* * 9 — * L 1 "™ 2 ] 
Derivando respecto a m e igualando a cero por ser la curva 
conti'nua: 

f'(x,y ( m)- _x-u-9i22ii 1 = 0 
Luego: ' ' " 

m = gT 

Reemplazando este valor en III: 

Simplificandp :.. . 



y = iC _9_*1 
29 2U l 



67. — EI pin P esta obiigado a moverse en 
las gui'as ranuradas que~sc desplazan per- 
pendicularmente entre si. En el instante re- 
presentado A se mueve hacia arriba con 
V = 16 Pulg./Seg. la cual decre'ce a ra/.on 
de 10 Pulg./Seg.2, v B se rpueve hacia la 
derecha con una veloeidad de 12 Puis./Sen. 
Ja cual decrcce a razun de 5 Pul2./Sea.2 Pa- 
ra este instance determine e! radio de cur- 
vatura de la trayectoria seguida por P. 

SOLUCIQH 



Resp. 




Observando la figura y considerando las condicicnes rrrencionadas 
en ei problema: 

V A =16 J polg/seg ; a A = -10 J pulgVie*.* 

V a =12i p U lg/3«g { Q 9 = -5 A Pulg/c** 2 



La suma vectorial de velocidades y acsleraciones en P sera: 

V ? = 12j + 16 J pulg/seg. @ 

Qp=-5^-10j pul.g./ 5 « g? (D 

babemos ademas que la aceieracion normal esta definida dot 

n f [VI 

Despejando p : 

f=— *» 

IV* a| 

El modulo de la ecuacion A es : 

V P =V =V / [12];[16] 2 alb^, 
Ademas segun A y B , siendo: dp = a , tenemos: 
Vxa = [l24 + 16j]x[- 5 j -10j]=-40K 

Luego: 

IVx«| = 40 

Reemplazando los valores hallados, en la ecuacion C ■ 
p - I20T 

r 40 

Fi n aim enter 

P = 200 pui g . Resp. 



68- — Un embolb vertical A tiene una ve- 
Iocidad de 2 pies/Seg. y una aceieracion de 
50 pies/Seg.2 am has ha'cia arriba en el ins- 
tance 9 = 30°. Para esta posicion determi- 
ne la aceieracion ancular oC de OC de la 
biela de 65°. 




SOLUCION 



Como el cuerpo es ngido. su velocidad angular es la misma en 
todos sus puntos, o sea: 

a oc = a OB s 0 /j*N 

Del grafico deducimos: * 

Y= -J*^|.J CosG fit.*. 



Derivando: 



-l9Sen9 =V y @ 

J_p 2 Cose + 9 Sen9] = a y ® 
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Sustifuyendo valores numericos . 



En A: 



12 

Sen 30° 



= 24 rad./Seg 



_En B:_ ^ 50 = frjfc^^^ ffij 



600 - [2 4j 2 VT 



Luego: 6 

9= - 397 
Finaimente segun la ecuacion I : 

a OC = 397 rad./Seg2. 



[ Scntido horario J ^ es P- 

MOVIMIENTO CURVIUNEO DE UNA PARTICULA EN EL ESPACIO 

Se afirma que una particula posee este tipo de movimiento, cuando 
su trayectoria que describe en ei espacio es una linea distinta que la 
recta. 

Las ecuaciones empleadas en este capitulo difieren de las tratadas 
en capitulos anteriores referentes al movimiento piano, en la suma de 
una componente. Ello se deduce puesto que al orientar el vector posicion 
" de una particula en el espacio tendra que referirse a un sistema tridi- 
mensional. Ejemplo: 

a) En cl Sistema Cartesiano: 

Vector Posicion : r 

Velocidad : V = r 

Aceleracion : Q = r 



xi + YJ-f-ZK 

x i + Y J + Z K 

xi | Y J + Z K 

b) En coardenadas cilindricas : 

Vector Posicion : *= re f + Ze x 
Velocidad : V = r = re r + r9e, +2e z 

Aceleracion : 0= r sfr— re* )e r +(r§ +2r8)e 9+ Ze t 

OBSERVACION.— Si r = constante — »-r = r = 0 (Ver problema 
74). 

c) En coordenadas esfericas: 

Las variaciones del vector posicion R se analizan detalladamente 
en los problemas resueltos 72 y 73. 

Cabe anotar que es factible pasar V y Q. de un sistema a otros por 
transformacion directa, mediante el uso de matrices especiales que se 
ilustran en el apendice. 
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71.— En un cierto instnnte la velocidad y 
la aceleracion do una parlicula estan defint- /^T^^st- - 

das por : V = 21 — 3J + 4k Pulg./Seg. y e /I ^i/ 

Q = 3i + 6J + 3k Pulg./Seg.2 respectiva- / I 

mcnte. Mostrar que V y Q son perpendicu- / f 

lares en este in>>tante. ' / Q 

SOLUCION: c \" 7 

Segun dalos: * 

V = 2x — 3J + 4K Puig./seg (A) 

Ct = 3j + 6J + 3K Pulg./Se B 2. . . w (B) 

Para demostror que los veclores (A) y (B) son perpendiculares, afirma- 
mos que su producto escalar es igual o cero; o sea: 

si via — ^v.a-o (C) 

Luego: 

V.a=r[Zi - 3J 4- 4K].[xi + 6J + 3K] 
V.a= 6 - 18 +12 n 

r , v V - a= ° 4> ^ 

Conclusion: VlCt "-.q.q.d. tf'H^?^ ~*~-t-'*>^ 

OBSERVACIOW IMPORTAIMTE: ^7Z--~^ ^<^%^f 

La afirmacion (C) se basa en Cdlculo vectorial. A 
Se sabe que: V. a = Va. Cos. e 

Considerando que V y a son perpendiculares enfresi:~ ^ 
G = 90° Cos.6 = Cos. 90° = 0 

En consecuencia, segun (D) : - [v.a = Va(p) = 0 ] 

La relacion (C) se usa frecuenlemente en el capitulo correspondiente 
a movimiento relativo en el espacio, en la solucion de problemas en 
los cuales la velocidad angular y aceleracion angular tiene que expre- 
sarse en funcion de sus componentes vectoriales: 

[U = nxi + n y j H-RjCj |cc=ot,i + oc y j +0<;3!K | 

Al respecto es importance recordar que la DIRECCiOIM, tanto del vector 
velocidad angular ft como del vector aceleracion angular oc , es 
perpendicular al piano de rotacion. (Ver gfdfico). 
Por tanto: 

Expresando el vector AS (que rota en el piano Q) en funcion de las 
coordenadas x,y,z, - | AB = xi + yJ 4- zK | 

Se cumplird: f ft^-fAB 

ft.AB = fn x i + n y J + O a Kj[xi + yJ + zK]=0 ««x + R 7 y + n 3 z =0 

Similarmente se deduce : ■»• <x x x + oc y y-f oc z = 0 
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72.- Deducion tie las deriv/adas de 
los vectores unitarios da un 
sistema de coordenadas esfe- 
ricas: 

Analisis del grafico 1 : ( Nomenclature! ) % 

0 = dngulo horizontal o asinulal. 
a as dngulo de latitud. 

e ' . -ae, vectores unitarios 

R = vector posicion de |as 
coordenadas esfericas- 

a) Cuando R varfa un AR se observa: ( Figura I) 




Fig. 

er no cambia de direccion. 
Puesfo que 0 = constante. &\ e * 
Puesto que 0 = constante. 



I J J Ae f . o 

n Aee = 0 

f 3 ] = ° - 
;Cuando d varfa un A 0 se observa: (Figura II) 
W Aeo =0 . {razon 2} 

Por conceptos vecforiales se afirma: ^ 

Aer JL H f {la dorivada d« un vector Indira ,„ ,„ k - . ^. 

vec,or lndl<:a «u cambro d. dirsccion) 

e^le r {lo> v.clorej unitarios son ortogonol.i } 

-gun esta afirmocio, y la figure III se deduce' 

iie r =| Ae, I 
Donde observondo | 0 misma f ; gurQ Je ^ 
|ae,| = |e r | A* = A 0 

Luego 

S.mrlarmenle a los pasos anferiores se deduce- J^n 
oe observa ademds qu° A«l 

tanto: d6 '^ e ' tienen sentidos opuestos. Por lo 

f(iJ Ae,, = - A 0 e f 




:) Cucmdo 9 varfa un Ae se observa: (Figura IV) 
Segun.lo especificado en 4 a): 
A e, 1 er 
e 9 1 e r 

Ae r =1 Aer | e9 (Ver figura IV) ^ 
Ademds Ae, se aproxima a su area. Par tanto: 

|Aer| = [oA] Ae 
Donde: (OA) =|e»| Sen. (90 - *)> Cos.0 
En consecuencia: '|Ae r | = AqCos.£ 
Reemplazando (3 en cx se obh'ene: 
m --- Ae, = Ae.Cos.0e 9 
S.milarmente se deduce: (Ver figura V)- 

Ae^ =- I Ae U 
Ademas^l^fAolAe * ° 

Donde: [A0]=| e, |Sen.0 
LU69 ° lAe^^ A0 Sen.0 
[8] "" = -A e.Sen. 0.e a 
De la figura VI se deduce : 

Ae 9 = | Aeo | n 
Donde segun sa observa en la f igura y|( . 

I ^eo |=|e a | Ae =Ae 

n =Co,(90 -*) e ,-Sen .(90" 
n = Sen.tfe^ - Cos.0 e r 




Fig VI 



Lueg 
[9].. 

d) Cuando 




- Ae [senpje^- Cos.0.e r ] 
j J < cf y R var/an simulia'neamente la ooslcion H*',- li • 

e R m <p s «p + e cos. ^ e a 
e Q = - e cos 0 e r + e Sen (6 

- - 0 e , - 6 Sen. 0ei Resp. 
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f73J Deduccion de V eeuacion de la acclerncion de una partfcula 
en coordenadas esfericas 
Metodo: , 

a= r = a R + ag + a rt 

Por condicidn del enunciado: ' • © 

R = Re r f R _ 

oe rirando y , a2and0: anterior] 

RsRe r 4-Re r =Re r+ R[ 9 Se< > 4. e CostfeJ 
Dsnvando por segunda vez R 9J 

-R9c5 Sen0e e +Re Co S9 >e Q + Re Cos 0(e fl ) 

Reemplazando los valores de e r .e + ,4 fl deducidos en el problema 
anterior y reuniendo terminos semejantes: 

R =['R-R0 J -R9 Z Cos2 0 ]e r + [ 2 R6 C0S9S+R9 Cos 0 - 
-2R e £ Sen 0]e o + [2R # +.R # + R e* Sen 0 Cos tfje* ' 

se U o"e-" " artlb ° S miembr ° S Seg ° n ^rmacfdri j 

Qr a R - R0 2 -Re 2 Cos 2 0 
Q Q = 2Re Cos 0 +r e Cos 0 - 2R60 Sen 0 
Q (? =2R0 +R0 4R^. Sen 0. CoS(?5 

OBSERVACION: 

Complementando la teoria vale aclarar que la eeuacion 
[2] : [R], representa la velocidacl total de la parti'cula en coor- 
denadas esfericas. Considerada dicha velocidad como la varia- 
cion respecto al tiempo de R, 8, y 0 quedara expresada por 
la eeuacion: 

R = V = V, + % + 
y Segun [2] : V H = R 

V e = R.9.Cos0 
V<f> ■ R.0 
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Resp. 




r*liC? eqU f" 0S ob i etos se suelfan desde el 
reposo en A v rcsbalan hacia abajo con fric- 

cLva " P °'; ' a CSpira ' ci,indri « 

cuya hence constants iorma angulo: r = arc. 

rfen ™ w- r !" c °mponente Je la acelcra- 
c.on medida angente 0 la trayectoria es: 
e h ^.i^ C, ' mmd la Ct ?mponente radial 
n,, n L >n ' P ar ? cada ob > eto cuando 
pasa poi B dcspues de recorrer una revo- 
lucion completa. 

SOLUCIOM 



definid e i e n aCi °r ^ Dar,fCU ' a en co0 *enad as cilindnoas 
aetinida por las ecuaciones: 

r*. «. • * ^ 
r = r .."~ r e " J Sjendo r = 0 

Og = r9+2rQ • Siendo r^O 

Luego 

Or = -r6 2 ^ 

a 9 = re © 

Por condicion del problema: ^ 
Observando el grafico se tiene: 

Igua.ando la ultima fccuacio^ d^^^' 3 ^^^^ 

rG = g.Sen.r. CosT.f-Ll 
Luego : 12 J 



esta 



Ademas 



6 = 1-Sen . 2V 
2 r 



e = - d - 9 - = -dQ ._dj_ 



de 



dt dt d9" - d 

Reemplazando II! en IV e integrando 

9.Sen.2V [ = una revolucio'n. 

d0 



© 



h 



ode 



n.2V P 
~ Jo' 



Desarrollando : 

JL _ gSen.2V 
2 ~ 27 

Luego : 

= 2tt g . Sen. 2 Y* 
Reemplazando la ecuacion V en I : 
Or sa - 2 TT.g Sen. 2 r 



• © 



Resp. 
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aoajo en Ja trayectoria csp ral del cono 

fe hSritrnto ravect " na CLlrva v «na langon- 
Prm-n V en estc pL:nto es constants De- 
termine la exprcsion de la aceleneion rn- 
*al en funeion de 6 tal que 6 ^'cons- 



SOLUCIONT 

La acelcaci™ ra * a , e stt dafinida p or , a ecuaci6n , 
Obaarvando .a, ^lacionej^eon^icas da, grafico daducE 



tg (3= 



dZ = BC.Cos^ ^ 

r = z-tgp >^ 

AB ~ r .d9 ^=2. tgp.de ^ 

BC = AB.tgV=Ztgp.t g r.d9 (T) 

Reemplazando ©en (§) 

dZ= Z . tg p .tgVdG.Cosp 
J Z = Z Sen p . tg-^de . . _ (g) 
lntegrando(D;, siendo Y y (3 constantes. 



— =Sen0 . t g yj dG 




|L 2| z =Sen p.tg.Y [ e ] 
R.amp, azando , imil y b . ando de s|gno ambos ^ 

L Z - Lh =L-^- = - e Sen p.tg T 

Luego: 

Reemp!azando(E^)en (II) 
Derivando tenemos: 



(D 



= -IUg.p.Sonp.tgV.9.e"° Sena,gT 



r- h.tg.p.Ssn 2 p.tgV9V° S<?npt9r 

Reempfazando valores en @ yQ: 

Or« b8 (tgV.Sen'p-T) e Resp . 
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76.— Las componentes de la velocidad de 
una cierta particula expresada en coorde- 
nadas esfericas son: V K = 4 Pule /Sec 
V a = _ 3 Pulg./Seg. v V* =2 Pulg./Scg! 
para cl instante 8 = 30° v <f> = 60°. Determi- 
ne las componentes x, Y. Z, de la veloci- 
dad por transtonnacidn directa de coorde- 
nadas. 

SOLUCIOM 

Usaremcsia sgte matrfz de transformation [ V er apendice] 

Deducimos:. ' 

Vx = v R CosQ.Cos^ -V 0 Sen0 -V Sen $ Cos0 
V y = Vn SerjQ.Cos^^-fVo Cose-V.j, Sen tp Sen e 
Vz = Vr Sen <p +o Cos </> 

Sustituyendo valores numericcs 

-*mm 



Simplificando : 



Pulb'./Scs 

V y =-V3~ puig./ses Resp. 
Vz a 4,47 puig./ses 



ne7e7A a nu" t v?, a /\ dar - P ' ' rastr « * WW 
rnniH^n Xliela honzontalmente con una 

SOLUCIOX 



Segun el gra'fico: 

V =Ui + OJ + OK 

Luego: 

V Y = 0 • W 

V z = 0 



Segun (a matriz de transformation: 

J V »»* } = [t<«,][ToJ{Vxyz} 

Tenemos: 



Reemplazando (T) 



V R — VxCos<f> Cos.Q +0 +0 
Ve— -VxSen.9 + 0 +o 



'<£ = -VxSencj!> Cos.8-0+0 



Vr = UCoS.(J> Cos.Q 
Vq= -USen.9 
V<j> = -USen.<jf> Cos.8 

velocidad de e evaddn a f A f imutal 9 >' la 
dar que desde P ?a st?c a* al n™?'?? 3 de ra ' 
con de las coordehJdas . f- ° CCt " en fun " 

Desprccie la resistencia dTaire* ParUda 0 " 



Resp. 



SOLUCION 




Lavelocidad en coordenadas esfe 
Vr 

Vfl =R8 Cos$ 

Segun el grafjeo: 



ncas esta definida por : 
R 



Vx=0 

V Y = u.Cos P 

V z = u.Sen/3 

Segun la matn'z da transforation usada en el problema 
llamos; para Vx = 0 

Vr =o + V Y Cos0 SenO+Vz Sen£ 
Vo =0 4- VyCosO +0 
V.i, = c - VySenqb SenG+V z Cos A 
Igualando @ con ® y ® con © tendremos: 
O — v Y Cos q 
R.Cos£ 

R 



•© 
© 

77 ha- 



® 
® 



[v 2 Costjb -VrSenti; Sen 8 J 



Ademds , segun el grdfico: 
b 



R = • 



Cos 9 Cos. <f> 

Ree'mplazando valores y simplificando tendremos: 



9 = ~ Cos. 3-Cos.^ 0 
<P = 7b [ 4Sen -- G Cos -6Cos.^-Cos. 



3- Sen.20 Sen 



26] 



79.— La anlena dc radar rastrera oscila 
alrededor de su eje vortical dc acuerdo a 
« = 8 0 .Cos. pt.. donde p es la frecuencia 
circular constante y 26o. es la doble ampli- 
tud dc oscilacidn. Simul taneainente el an- 
uulo de clcvacion <i> es incrementado a ra- 
zor) constante $ = K. Determine la magni- 
aceleracion del asta de senates: 



lud 



a) cuando pasa por la posicion A, v b) cuan- 
do pasa por la posicion B. asumiendo que 
cn este instance 0 = 0. 




En coordenadas esfericas la ^ aceleracion esta definida por: 

Q„ « R — R 0* 2 — R 0 ~C o s 2 0 [I] 

Oe = 2 R 9 Cos. # + R 9 Cos. p - 2 R 6 0. Sen 0 [II] 

CJ<f> = 2R i + R0+R6 2 Sen.0.Cos 0 mi] 

Por condiciones del problema: 

6 = 0o.Cos.pt j R= b . £ - k 

Derivondo : 

6 = -pe o - Sen.pt > R> 0 
9 = -P 1 6LCos.pt ; R = 0 ; 
Reemplazando estos valores en I . II y III 

•Q R = -bK 2 -bP 2 9o Sen. 2 pt .Cos 2 0 [IV] 

Q 9 = -bP 2 9 0 Cos. Pt Cos. 0 + 2bKPQ o .Sen.pt.Sen 0 [V] 
Q,p = bP 2 9^ Sen. Pt .Sen. 0.COS.0 [ ryn 

Calculo de la aceleracion para la primera condicidn- 
•Cuando pasa por A >- g = Q puesto que hay cambio de 

direccion . Luego: 

9 = -P9 0 Sen.Pt = 0 



$ = 0 

56 = kt 
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Para esta condicion de q tenemos: 

P y ; entonces ; 

Sen. Pt = o , Cos Pt = i " 
babemos ademas que 

a= <Vo 9 +a,» 

Uando valoros hallados: 

El modulo s^a =L " bKlJ " +W * C °» Pt-Co.^ 

Flna, m e nte: Q = l / ^TT[^7^7c^ 

0 = i>v/K' + P'.ei .co S V Resp 

8 = o . ^ s i 

Luego: 2 
Sen * = i . CoSj6 s 0 
Ademas 

e=9o Cos. Pt=0-Cos.Pt = :0 SenPt = , 

Reemplazando en IV . V y VI • 

Q=f-bK'J, i rabKPO.SenP. .Sen*!,, 
El modulo sera: JO 

solucion ' -L-^ ^^y L ^ 

. Q* = R - R0 2 - R ^ Cos a 0 

a*.-,* s w .0.co s ;::::: § 
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Ademas del enunciado d-l problema se deduce: 

R = J- = 4p; es g5 = -p — _ 45° 

% = L =3pi*s/$«g £ = -£ rad/seg. 



R = L = 0 



0 =- p =0 



9=2 rad/seg. 0=0 

Reemplazando valores en la ecuacion I : 

^(-i) 1 - «<«)(£)■ 

QR = — 17pies/$eg? Res 
Reemplazando valores en la ecuacion(n): 

0 9 = ^(2x3x2 + o)-2(4)( 2 )(-|.) ^7 

CI 9 = 2 5.5 pie s/ ie ^ ' Resp. 
Keemplazando valores en | a ecuacion(in): 

V* 2(3|ff) + 6 + 4(4)(.0:) 1 

°9 = - 1 Resp. 

se mide en radiants v « 1 . donde 8 

SOLUCION 
Por condiciones del enunciado I 

8=5 X + 0.12 . Sen.4trt • @ 

Derivando : 

® =U If) 0^12 .Cos. 4ft ® 

8 =-(l67T 2 ) 0.12. Sen. 4 ft © 

Para Q =£ | a ecuacion @ se transform*: 

"Ht" + °' 12 Sen 4lTt —i>Sen 4 Trt = 0 
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Luego deducimos que s t = n r\ 



e = o 



Ademas per condicionerdtlnunciado concluirnos: 

R = L = 3 Pi«*/«eg. . £ _ 3_ 



"- E ->-° 4 0=9O»- P=3O . 

L L y Bj— constantes <*_ o_ 3 

Escribimos las ecuaciones de la s«I.I- p -~T r "/"3. 
esfericas: Q.= S - R^'-rV\ co,'# ^ C ° 0rden ^ 

Q 8 =Co S 0 (a«* +ie S)- 2 Re £.se ns 4 

Q»=0-4(-f) l -4^ 481I J(»|:^ r5 . 8s 
El modulo del vecto^sfamjefinidojo^ 

^ -r- ^<J./ p.es/seg. 2 R eS p. 

cion 9 = 45 a • cs, P CCI "cacias para la posi- 

SOLUCION 
En el problema 80 deducimos: 

Qg 35-17 pies/seg* 
Q9 = 25.5 plos/jeg.2 
Q{6 = -1 pies/seg* 

Ademas: e = 45 - * S 45» . 

Usando fa matril da transforation : [ Ver apendice ] 



-Q 9 . Sen.9 -Cl^ Cos. 9.Sen.o 
- a 9 Cos.9 - Q 96 Sen.O Sen.sJ 
* Q 9 Cos.0 



Ss deduce . Q x - Q R Cos. 9. Cos.0 - ( 
<3y= Q R . Sen.9 Cos. 
Q z = Q R . Sen. 0 +0 
Reemplazando valores numericos 

V*= -l7(^2/2)(Vl/ 2) _ 2 5.5(V2/2)-h(Vl/2) (\Q/ 2 ) 
Q v= - 1 7 ( Vl/2 ) ( Na/2 ) 2 S5 ( ) + ( Vl/2 ) (Vl/2) 
Q z = -17(^2/2) 0 - 

Luego simplificando 




Qx = —26.1 pit-'s/Sc^. 
Oy= 10.1 ptes/Sega 
Q z r= -12.73 Pies/see2. 



Resp 



A. 4.— El avion mostrado vncia con n>pidez 
ccnstante V en el circulo horizontal de ra- 
dio r y altura h. Delcrrr.ir.ai- las componen- 
tes de su aceleraaon expresadas en funcicn 
de las coordenadas eslericas adheridas al 
radar fi|o que lo dctecta. 



La aceleracion de A esfa definida por la ecuacion 
0 A - Q 0 +or x r + II x [ Hx r] 

Segun el grdfico y el enunciado se afirma 

Q 0 = 0 (O pun to fijo) 

n x[n x rj = c n.r)0 - ( n.n> r = 0 - ^ r 

siendo O.r = 0 * f) ir 

Reemplazando valores en la ecuacion I ' 

Qa= 0 + 0 - (IV Donde Q = 1 
Luego rk _ V 



J + 0 J + 0 K 



Segun la ecuacion (it) v 1 1 

on uu y la matnz de transformaCion 

l^W [ = [T0J [Taj )Cl xy2 I . se deduce 

lal\ = f T0 H Ta ]| { Vef a P^ ndice Matrices J 

Luego desarrollando 
V 2 



® 



= ~ "5" Cos ® Cos.0 

V 2 



-7- Se n.0 



Cos.0 Sen. 0 
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m ??;r? 1 mec: i n,smo de eslabonamicnto 
v^fv a I d0 ' l 7 PU ^ de des P^arse en el piano 

bon_A B t.ene veloc.dad angular constante 
w - z rad./Scg. en scntido horario. Det-r- 
" 1 ,', n 1 a , r , p P ra , c r t . e '^tante la velocidad an. 
gulaj- del eslabon CByla veloadad lineal 

SOLUCION: 

Segun la ecuacion del movimienfo relative pora las velocidades de C 
y B se afirma. 

V c = \ + V c/8 

v c v c J , V 8 = cjx r =(-2K)x( 34 - 2J) 

V C/B = ^BcK X (10,1 + 3 J) =: 10fi, c J -^fl j 

Susfiluyendo valores numericos en la ecuacion I: 

- V, = -6J - 4.1 + 10 ft ac J - 3l2 8c ,1 

V C 4 » (4 + 3fi 8C ). + (6-l 0 ft 8c )J ^ 

Igualando modules correspondientes a la misma direccion : 
V c = 4 + 3ft BC 

0=6- i 0 ft flc . ft flC = 0>6 „ d/stg 

V C = 4 f 3(0.6) . v c = 5.8 Plc ,, sc ,. 



• Resp. • 

• Resp. 



La infersecdan O de las rectos aue pasan per AB y CD es el centr 
.nston tdneo a polo de veloridQdes ^ Va ^ Ror / CD es centra 

fl - .1* a- 

ob oc • 



donde 
Luego 



OC = 29/3 j 'OB =10^3/3 
V a a cor =(2)( V4T9) = 2Vl3 |£ 
ft = 2VTJ 

QC IOVT3/3 *~ ^BC ~ °- 6 "d./see Resp. 

ft Gc ( OC ) = 0. 5 ( 29/3 ) V c = 5 .8 pie./** Resp. 
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84—Un velero estd virando en direccion 

f del viento forma dngulo de 350 con h k " ft^fl TP A 

SOLUCION: /Sy 1 * 

>^ x 

Segun el enunciado en In 4: 

, . . ' d.reccion aparente de! viento actua ur, 

vector veloc.dad relativa a| velero . 

Por lo tanto : 

Vviento = V V eiero .+ V v j en to /velero 
Luego segU n el grdfico se deduce: 

" %A = V(Cos;45-J- Sen. 4 *J> 4 V ( Co, WJ . 

v r^ ^ os - 10 - 1 ~ Sen. 10°J) 

Vi = + Vr(0 . 98 , 6<1 _ 0 17364J) 

V< = + 0.98.3 Vr) , + - 0.17364 V r ) J 

l9UQ '°" d0 m6dul ° ! *"■**«*»*. o lo misma direcci6n; 

V v = -3 \f2 + 0.9348 V r 

0 = 3V/T - 0.17364 V r 

^.ona, e, sistema de ecuacionesly2se obiiene: 

V v = 3 \/2" f -M-4jL , -] _ 

L 17.364 ~ 1 J = 3\A2(4.66) Nudos 

. Por 

tanto: 

V * = 19 -3 Nudos 



0) 
(2) 



Resp. 
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85— Los carros AyBse n.ueven con ve- 
locidad constante a to largo de pistas rectas 
que se mtersectan en angulo p . Los pasa- 
jeros del carro B observan la posicion del 
carro A y aprecian que tanto r como 9 va- 
nan con cl tiempo. Demostrar que: 9* - _ 
2rt)/r y r = rQ2. n ~ 

SOLUCION: 



Considerando B como punto base la ecuacion de V A se 

V A = V B + V A/a ) donde 

Va = V A ] [ constante ] 
Vfl = Va J C constante J 
Va/ b = V r + Y Q = re r + ree 9 
Sustituyendo los valores deducidos en la ecuaciorf (A) 

V A /» s V 8 J + fe r + r8e 9 . 

Derivando la expresion B recordando que: 

e r = Qe 9 e e = - 0e r 

Ordenando 0 ^ 0 ^' 6 ^^ 6 ^ + " 

0 = ( r r9 2 )e r + ( rQ + 2^0)e 9 

Igualando components en ambos miembros : 



= r - r 0 2 
= r9 + 2r8 



= r9 2 . 
_ _ 2r 9 
r 



, ono ITO A sc dcs P ,a ™ en la pista 
curva de 200 pies de radio con rapide/. cons- 
tante de 30 millas/hr. Cuando A v B pasan 
por la posicion mostrada, B esta acelcrando 

deTnies/ W S n C !° n d ° '? S pistas 3 ra ™ n 
A n.n , ?. 0 , Determine la aceleracion que 

pasajcro de B en dicho instante. 



SOLUCION: 



0\ 




Lo ocelerocion que porer? i 
Para el movimiento relolivo 

c1 a = a R + n 



A visto d-sc'e 
A y B se cumpl, 

a*,. = a A 



donde segu„ el dlogroma y dc ros se ded„ce : 

e n = Cos. 30°J - Sen.3 0 «,{ = i(V5j - A) , 

Va = 30(i±)= 44 pl „ /s<e 

P S " 200 lT J - i" ) " 



_ ~CJgJ --4J Ples/Seg2 

Sustituyendo las ecuaciones I! y 



~~ 25 ^ ^ ~ ^ ) Ples/Se B 2. [jj] 



a 



121 ' '" en ■' se obfiene: 

<^ - ^)+4j = 12 . 38 J - 4.84/1 Pl e.Se K , 



[ill] 



25 



Q 4 , = 13 3 -til 3 
A/ a IJ - J Se K 2 




cuyo modulo es : 

tecta a un avion que vuellen el SU ' P ° d ^ 
no v en Ja mismn Hil 1 mism o p a- 

de 60.000 pies Si A ttlZ V*" 3 Una 
millas/hr P en el taSSL 2 rap ' d . cz dc 500 
determine los valores de r J S qile 9 , = 30 ° 
instante si B tiene una n ; 9 Cn el mismo 
900 millas/hr. rapidez constants de 

SOLUCION: 

Wormando-unidades f V er ap , nd i ce ] 
Va = 500 fill - 7 „„ 1 

[ 30 J ~ /33 -33 pie«/3eg. 

V 9 = 900 fiiL 132Q 

U eCUacl6n ^ velocidades nil , . 
Por fo fanfo: 

® V »A = C 1,320 - 733.33) J - 5Afi c 7 , 

J - 58 6.6 7 j pi eg/s ^ 
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Donde Mb/ a es la velocidad relativa de B respecfo a A , Jq cua j 
expresada en coordenadas polares sera; 



Vs/ A = re r + r8e Q donde: e r - Cos. Bi + Sen. 0 J 

e 9 = - Sen. Q A + Cos. 0 J 
r =10 4 Cosc.30° = 20,000 pies 



Luecjo : 
© ----- Vb/, 



Va/ a . = r( ^4 + ij) + 2 x 10*8 



= ^_ 10 4ej., + j-| + , 0 * (V5 -^J j 

Igualando las ecuaciones 1 y 2 se obh'ene: 

535.67 = [£|I _ 10 «S] ^ + [i + I0 4 (VT) e] J 
Eslableciendo la igualdad de modulos se obliene el sislema A B- 

,36.67 - qE . 10 *e @ 

o = § - io*ci^)e @ 

Resolviendo dicho sistema se obtiene: 6 = 34.1 rad./s eE 

r = 118.2 x 10 4 P i es /s* e . 

Similarmente se afirma: Qg = Q A -f 
Luego: 

Q B/ A = a 9 - a A = 0 - 34 = - 3^ pie 5 /s eg2 .|v=constante} 
Expresando en coordenadas polares el valor deducido se obtiene: 

a 8/ A = - 34 .f Cr - r9 2 Je r + (r9 + 2r9 ) e e © 

donde: r y 8 se conocen ( Ecuaciones I ) 
e A - Cos. 9.e r - Sen. 0.e 9 
Susfituyendo dicho valores en la ecuacion (C) S3 obtiene: 

-3 [^Je r + 3(j)e e =Cr-r9 2 )e r -7- c.rg + 2r9)e 9 

Iguolando m^uios y reemplazando valores numericos se obfiene: . 

" ~T~~ = r ~ r 9 2 = r - 2 x 10 4 " ( 3t.4) 2 ■«. D 

~T = r ^ + 2r9 = 2 x10 4 9 + 2( 34.1 )( H8.2 X 10*) E 
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RcsoMendo las ecuacionea D ,E se obtiene: 

r = 23.4 X iO* plea,Seg2. 

8 = 42.05 x 10 3 n^a,,,. 



Resp. 



89.— Los tres bloques de la figura adjun- ^^^^^^^^^^ffm 
-? n e d f s P la:,:an con velocidades constantes 
riallar la velocidad de cada bloque sabien- 4 
do que desde B s e observa que C se des- ~T 
piaza hacia arriba con una velocidad de 7 f 



pies/seg. y que A, visto desde B, se decpla- 
2a hacia abajo con velocidad de 6 pies/seg. 



SOLUCION: 

Segunelenunciaaose conocen las siguientes velocidades relatives: 
V c/Q = T pi Cs/ se S . ■ . Va/q _ _ 6 pies/se& 

Sustiluyendo eslos valores en la ecuacion de velocidades se obliene: 
| En la direccion y | 




v, =V R 



V C /8 



7 it] 

6 **** M 



Considerando que la longifud AB de la cuerda p< „ 
«* las pardon, de magni , u d „ que ^ 



duce 



poleas, se de- 



2Y, + 2Y 2 + Y> 4- 4n = 



AB [A By n constantes } 
Derivando respeeto al tiempo, observando que: 



2Y ( + 2Y 2 + y 3 = 0 * 

Resolviendo el sisfema de ecuaaones I 
V A . -5 . w 



Y, = V A 
% = v a 
Yj « V c 

2V: + 2 V 6 + V c « o fur] 

H « HI se obliene: 

= 5 Pie«/s w . | hacia abajo} 
= 1 pies Set;. i l • 

2 nacia arriba} 
= 3 j hacia arriba } 



■an., momcrltocameni " con * 



B 

SOLUCION: 



ApHcondo la ecuacion de velocidodes fomando B coma punto base: 
Va = Va + V A/B ^ v A/8 = V A - v 8 



Observando el grdfico se deduce: 
Reemplazando valores numericos: 



mlllaj/hr. 



Donde: 



Ademds : R = ' consfante 



Luego usando la malriz de transformacion: 

•se afirma: (Ver Apendice) 

V R *Q = Co, 0 Cos e V X + Cos 0 Sen 9 V y + Sen. 0 V z @ 

Reemplozando las ecuaciones ] en 2 se deduce: 

0= Cos 0 Co, 6 (- 8 oo)-fCos.0Sen.9(-6OO)+Sen0 (o) 
Simplificando se obfiene 

f9 ' 9 = "4 8 « '2 6-52' R esp . 
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94.— Desde el punto 0 se lanza el proyec- 
til tHrigido A, para perseguir al avion ene- 
migo B. Un mecanisino gui'a mantiene la u 
direccion dc vuelo dirigida siemprc hacia ""^ 
B. Cuando el proyectil tiene por velocidad 
2,>00 millas/Hr. cl avion vuela horizontal- 
memo on direccion Norte con velocidad 
U = 800 millas/Hr. Calcular la variacion 
r con la eual disminuye la distancia A B 
on el instante reprcsentado para el cual R 
- 30 millas, 0 = 60° y 0 = 12" 

SOLUCIOiV: 

Segun se observa en el grdfico- 

r 8 = r A + rv 




Derivando: 



r B/A - 




r A 












r A Br 



[I] 



Por condicion del problema 

Cdlculo del vector unitorio. e. (En la direccion ABj 
Las coordenadas de B son . B (20, 50, 10) 
Las coordenadas de A son' A fv v ^ , , 
donde: - * ver Orafico} 

X = RCos.0.Cos.9 = R.Co,i2o qU «p» 30(0.9781 K l/2) =..14.7 
Y = RCos.0.Sen.8 = R. Cos. 12° Sen 60°= 30(0 9781 )(V^/2) = 25.43 
X - RSen0 a R. Sen. 12° = 30(0.2079) = 6 . 23 7 

Por lanfo. 

BA = (20 - 14.7) \ + (50 - 25.43) J 4 (10 - 6 237)K 
BA = 5.3 A + 24.57 J 4- 3.763 K ^ 
81 = -14. = 5.3 J + 24.5 7 J 4- 3.763 K 

l BA l V28.1 + 603.7 + 14.13 ~ 

= 25,~5 ( 5,3 4 + 24 57 J + 3.763 !<) 
Susftfuyehrfo valorc-s numericos- en la ecuacidn I se obliene 
P B/A = 800 J - 2,500 ( 5.3.1 + 24: 57 J + 3.763 K ) 

^ = + (51S^~7378^ — P x 1|730 ^ f 




92.— EI avion B vuel a en Ifnea recta hnri 
no^dlh 0 " T ! r Cldad U y ^ una altera h 
de radio J r 0 d?-? ntr ° de , h circunferencia 
£•32!? L$ f Ut * por eI avi6n A: que se 
dcplaza con la misma velocidad U ta cml 
es constante y, que es seguido por el rS 

5f . D . e . d "cir las ecuaciones de R v 0 cn 
itnSd f ° n P artlcu1 ^ cuando ambos UegnS 
simultaneamente a los puntos A' y W tal 
como se muestra. ■* ° cai 

SOLUCION: 



Para e! insiante representado A y B Henen iguales direcciones. Consider 
rondo B como cenfro del sisfema de coordenados absolutes, para la 
aceleracion relative de A respecto a B se afirma: . . 

a A/a = Oa ~ 0 g .Siendo: 0 A = a n + d t = ~\J 2 /r i + \jj = -tf/rl 
O a = UJ = 0 J ju es constante} 

C*a/« = -U 2 /rX + OJ + OK {Q x = UVr ; Q y = Q z = 0 fc] 

Las ecuaciones anteriores [i] pueden expresarse en funcion de las 
coordenados esfericas usando la mafriz de transformacion: 




»[T*] [Te] 



U 2 /r 

0 

0 



I Ver apendice: Matrices J 



a R = UVr. Cos.0. Cos. 9 [ A ] 

= - UVr. Sen. <p Cos. Q |-gj 

Ademds, puesto que : Q B= 0 la aceleracion de Q A/ expresada 
en coordenados esfericas segun el diagrama sera': 

Or = R - R0 2 - R 9 2 Cos.*0 [ C ] 

0* = R# + 2R0 + ^8 2 Sen. 0.Cos. 0 [D] 

Igualando las ecuaciones A con C y B con D y :; mp lif icando s6 obtiene; 

H = U 2 Cos. 0. Cos. 6/r + R ( 0 2 + e* . Cos. 2 0 ) 

* = ~ (U - Sen " ^-Cos.G/rR + 2R0/R + 6 2 Sen.0. Cos. 0 ) 



Pero para el instante particular del problema : (Ver grdfico ) 

Sen. * =h /R Q=0 . Cos.0=l 

Cos. = r / R 0=0 

SusKtuyendo esfos valares en las ecuaciones deducidas de 
y * > se obliene : 

R = UVR 4- Rtf 

$ = U 2 .h/rR< -+- 2R 0 7R 

Sl^^ Belativo a eia, en gotaei6 n 

tcuaciones principales : ~ " — 

r P = r = r 0 + f 
Vp = r = V 0 + Vr + Vp/0 . 

OI Qp = r ; a ° +a -^o«] t+ ra P/0 .] n+ a c 

Oloque es f 0 mismo- 



Resp." 



r p = r = p 

~~~ + 

Absolut* — . .- 



"Misiacion . , ■ • . . r 

Va ocdadobsoluta de la pa rtfcu(a -p . 
- - r-osicion absolute den /n ■ 

P = Pos,c,6„ re l Qtiva de p resp ° ° r 'f n f el! ' st ^^ecoordanadasmdvile S ) 
e - Velocidod relQtiva de p ;™ ' ««a de coo r de na d as m d vi ,/ s ' 

wx ? = Aceleracidn , . ( 0,0 de "ordenadas 

^^^■'^^^C^ '° a "' erad6n "■>*»'<» 
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SOLUCION: 



Las ecuaciones del enunciado son las siguientes 



a 



fp = a A + a n + a c 

Q p = (r - rQ 2 )e r + <f§ + zT^Te'e" 

Oomtd Mmot come hipotesis la ecuacion (A) 
Con ayuda del grafico se deduce 



(A) 
(B) 



J - wKx ^ + ^^ xrer)= , r8g _ 

^V2u xVr=2wK — J 

oushtuyendo las ecuaciones (l)(2) y (3)en (A) 

£p - ^re 8 - u)2re r + re r + 2rcoe 9 
Up = (r- rune r + (rcb + 2 rco ) e 8 



■Considerando que 



6 = cj 



9 = CJ sc obh'ene: 



- Cp - r8 2 )e r + (rS + 2r9)e e 



Lq.q.d. 



93.-E! cilindro P sc desplaza a lo largo 
dc la harm con vclocidad constante U = 10 
pjes/sc.a. relativa a la barra en la posicion 
mostrada. Simulraneamente la barra v cl 
armazon rotan cn torno al eje Z con velo- 
cidad angular constante Co = 30 rad /sea 
en sentido antihorario. Dcterminar la veto 
o.dad y acderacion absoiutas dc P cuando 
pasa por la posicion central de la barra 



SCLUC1Q.M: 




La ecuacion de la velocidad absolute de P es: 

V p =V 0 + (oxp + V r = t 0 +uxp + p 

Puesfo que O es origen de coordenadas: 

r o = r 0 = r 0 = 0 

El sisfema de coordenadas moviles coinciden con el absolulo: 
Por lo tanfo: 

CO = GJK = 30 K rad./Seg 

" = 0 
f = pJ = 4 J PuJs 

P = 0/1 [ U es consfanfe J 

Sush'fuyendo en la ecuacion M e ,. e i 

LIJ sus valores correspondienres 



[I] 



- 0 + 30K X 4J + ( io x 12 ) ,1 
' = -120 I + 120 A 



0 ,1 Pul ff ./s 



La aceleracion absolura de P se obfiene derivando la ecuocidn 



Resp 



a. 



% + 9 



2 COX 



e 



Reemplazando valores 

Qp = 0 + o -<30»K4/12)J + 0 ♦ 2C30K X ,0,1) M. 
Op « - 300J + 600 J „ Q p - 300 Jp„ 3 , e 



'Sega 
Re>p 



rn ^™ , r " UEStra P se d " P la Z a en la ranu 
ra. Simultaneamente el disco rota en tor 
no a su centre 0 con velocidad aSaSr n£ 
sitiva en sentido antihorario. De e™ 

do" tS i IVad/S" te FL™°T d °* S"? 



SOLUCION: 




— 67 — 



La aceleracion total de p estard definida por 



Donde: 

© a 0 



<* r + a c 



la ecuacion: 



® 
® 
© 



Qc = 



0 , fOpunto fijo] : - 

uxr -l-Ux(oxr) donde r = 3(4-j) 

(10iOx3(,-3)- ! .(_ pK )x[-5Kx3(4-j)] 
30 ( J+4H75 ( J-4) = 105 J - 45 4 P , 

Y J — e 1 Pulg./3eg;2. 
A -4 — b A Z*ulg./Scg2. 

2tixV r = 2(-5K)x44=^40J Pu,,^ 



Reemplazando 1,2,3 y 4 en la. ecuacion Q: 
dp = 0 + 105J-45 1+61-40J 
a p = _39^+6 5J rui,,^ s3 . 

Adem4sa p =a xl+ a y j vPOr , 0 tant0 de 

□x - - 3 3 Pu]-./Sej2. 

Qy = 6 5 Pui s ys {g 2. 



.© 



Resp. 



100.— El ejc del motor M v el disco adhf 

mostradl. 1 d,sco c " la P°*ici6n 



SOLUTION: 




La aceleracion absolute del puato A estara definida por la 
ecuacion: M 

a A =a 0 +wxr l +ux(uxr)+r + 2 W xr q 

Donde segOn e. enunciado y observando .a fi gura se dedu Z 
Co = 6x0 ! 0 + CO X (o> X o'O) 

siendo: 

O'O = Xj+ZK = 3A + 2K p.« 

" = - 2K fconstante.] » cj = 0 ^ 

— G3 — 



Calculo de f > r a r.l a 2 J 

• r=9x r = (3K)x ( 2 j) = 6 J 

r= 9x r + G x C8 xr) = 0-f-3Kx(6j) = -is,i® 
cj x(ux r) = (- 2K)x( - 2Kx 2.i)= - s.i .': © 

2CJ x r = 2( - 2K x 6 J) a 24.4 © 

Sustifuyendo las ecuaciones 2,3,4 y 5 en 1 se obtiene: 

Q A = (-12+0 -8 -1* + 24U*Vt44 _ a A =14pio 3 /se s2 . 
OBSERVACION: z , 

Se ha tornado O como punto basa 
C Coordenadas mdviles ). Similarmente 
se puede elegir cualquier punto del 
cuerpo M. 
Ejemplo: 

Tomemos ccmo punto basa M 
y calculemos Q c . o sea : 

Q c = Q w +r c 4-u x r c + u x(cjxr c )+ 2cj x r c ( A ) 

donde: 

0 N = 6xO j N+WxCU xQ 1 N) = 0+(-2K)x(- 2Kx 3.1) = -12 J © 
Caicuio de r c „ r c = 2\< - 2.1 = 2 ( K - X ) 

|= 6xr c - 3Kx2(K -J) = -6J 
ifc = 8 x ( G x r c ) = 3K x ( - 6 J ) = 18 j 

Ux(t)xr c )=-2Kx[(-2K)x2(K-j)]= 8 ,i 
2(jxf = 2(- 2K) x (- 6 J) s - 24.| 

SusHhjyendo B , C , D y E en la ecuacion: A 
Q c = C- 12 + 0 + 18 4- 8 - 24 > X a— -jq X 




© 



Clc = 10 Plc3/Scg2. 
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rr5™?;~t?' f" eI prob,ema anterior la en- 

rnente electnea que alimenta al motor M 2 * 

sc ajusta tal que ei disco continue rotan I , - f 

do con la misma velocidad angular 8 = 3 n #* T 

h??fHn Cg i r lat ' V n?) a "»azon del motor ad- "T - 

hc-udo al brazo OM; cakular ] a acH-raeton ^ c i__i ^ „ 

absolute del punto C si para este Same /V *' ?° ^ T 
la vebcjdad angular Jei biazo OM, W == 2 • I r / Nr======^ f 

S .Tr"'"n Sc . mcremenla :i raz0n 10 rad:/ 

Visfe desde aS na °' ° n icm ' Uu horario \L~ , \!o v 

Q. \_ ' - ' - 

SOLUCION: 

ia aceleracion absolute de Cesiu definida por la ecuacion: 

a c =a c +a c/0 + £jxp-rcjx(uxp) + 2uxv c/0 q] 

Clc = T 0 + p fUXp + WX(WXp) + 2UXQ 

Cuyos valores individuates se dsdtfce coma sigue : 
Cdlculo de ia aceleracion de O. 

r a =:O v O = 3 J 

r 0 = cj x r 0 = -2K X 3J = 6 j 

r 0 s id x r 0 + to xU> x r 0 ) = -10K x 3 J + C-2K)x sj = 

= 30,3 - 12 J (A) 

Cdlculo de Id aceieraclon relative do C respect© .a o : 

o = OC = - 2J + 2.K 

p =9xp = 3K X(-2J f 2K) = 5.1 f9=Cons f cnle] 
p = 9 X p + 8 X (8 Xp) = 0 + 3K X S/l = 18J [0=6] (B) 

Cdlculo de la aceleracion relati/a pcrefecic de la rofac;6m 

<:> X p = -10K X ( -2 J + 2K ) = - 20 A (C) 

ta x ( W x p > = -2IC X f - ?.K x C - 2 J + 2K )] = 3 J (D) 

Cdlculo de ia acoleracicn de Coriolis. 

2CJ x p = 2(-2K) x &A = -24 J (£) 

Susfihiyendo las ecuaciones A,3,C,D y E en \ se obltene: • 

Q c SS •. K)4 - 10 J Ples/Se** 
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■ ermmar la aceleracion total del Pin P cuan. 
«rto) = 3 ° 3 y 6 es positiva IS*** ha 
SOLUCION: 61 30' ~/^ P 

[/ 

La aceleracion de P estd definido per la ecuacion: 0 
Q p = a 0 + a p/0 + cj x p + ox(cj x p) + zu x v r 

a p = r G + j> +axp + Ux[cj , p) + 2(JX . ^ 

Segun el enuncicdo : { Ver diograma } 

Y = 6tg.8 =Stg.30° = 2V3 Puis.*' r = 0 fn , r- 1 ^ 

r o - 0 [ O punto fjfo (A) 

El vector posicion de P es; 

p = KA + YJ = 64 + 6Xq.Qj = 6/4 + 2V 3j 
Derivando respecto al tiempo: 

P =0 * 69Sec.= 9J = 6(2)( 2 /V3fj = 16 j Ms/3ts 
£ = 12S l Sse. 8 e.tg.9 J { Siendo f Constante , 

P = «tt?<2«Jtf ( t/V5>J = 64/ V3j Mg/Se5 , )[ 

u X p = 0 [ C3 = Constante j 

"f^p)=(-3K)x[-3K X ( 6 , lt2 VJj)] = 

"(54,1 + 18VJj)(D) 

ZW X p = 2 (-3K)x, 6 J = 95| <E) 

Sustiiuyendo | 0J ecuaciones A, 8 C D v F i u . 

o, V, o y E en [ se obtiene.-. 



(E) 
(O 



Resp. 




•ElJ 



110.— Un helic6ptero vuela con velocidad 
horizontal^ Vo con el eje de su rotor S 

ra .m ™ en el g. ratlc °. se prepara pa- 
£W SCenS °. Veitical disminuvcndo el dn- 
gulo !T a razon constants de Co nd /Se " 
Mmultaneamenie la velocidad de O "dismi 

v aceleS^ f P re «one s de la velocidad 
L™*5 ac,dn deI P unt ° B suuado en el ex- 

efea T : a P£ SIC10n indicada. Los 

v p« -i Y i ' Cstan - adhe ridos al helicoptero 
rnn «? ? lai ] V' ertlcaI - coincidiendo el eje 2 

loc dad .angular constante p en sentido ht 
rano, visto desde arriba. s.nuao Ho- 

SOLUCION: 

Segun la ecuacion de veiocidades relatives: 

Va= Vo 4. V^+V 

De! diagramo se deduce: 

V 0 = V 0 ( Cos. y L - Sen. y K ) 
\= Pxr s-PK xr*a -PrJ 
Vr - uj xu = - corK 

Reemplazando !os valores hallados en la ecuacion I y simplificando 

Vs=:V. Cos. yX-rPJ-[v 0 .Seny +t*] K 
Segun la ecuacion de aceleraciones relativas : 

a* = a tf 4- a fl / a 46 x^ + u x (w x 9 )+ 2 w x £ r 

Cuyos valores Individuales son: 

Oo = Oo [SenTK -CosTl] 
a % =Px(Pxr)=-pKx(-p r j) « -p' ri 

fcl x(u>x 9) = W J x(wjxri) = -co 2 ri 
2W x £ =2coJ x (-Prj) =0 

Sustituyendo fa valores deducidos y simplificando se obliene: 
aa.=-(aCos. y tr w SrP%q4 SenVK 

Resp. 
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[II] 



™ 1 ,i 1 *~ Pa J a las wncliciones del nroblerm 
SOLUCION: 



Segun la ecuacion de velocidades relatives 

ill Vc = Vo 4- V c/Q 4- Vr 

Donde: 

Vo = Vo ( Cos. y 1 - Sen. y K ) 
Vc/o = P x r = P K x r J - _ p r i 
V r = uj x r = wj x r j = o 

Reemplazando estos valores en la ecuacion I: 
V c = ( VoCos.y - PrU-V 0 Sen. y K 

Segun la ecuacion de cceleradones relatives: 

En] a c = a 0 + a c/o + Qr + acon 

Qo = Qo( Sen.y K - Cos. yx ) 

a, 




Jq> = CJxr + ux(uxr) = o 



Puesto que: 



00 = consfonte. ,\ 

P - V 
consfante. . p . 

Px r + Px(Pxr) = o+PKx(PKx- r j) = 

-P 2 rJ - 

Qcor..= 2tOx V C / 0 = 2 w Jx(-p rj ) = 2wr PK 



Reemplazando las ecuaciones D, E, F v n 0 „ n . 

' ' ' / u en ii ie obfiene: 

Per & = Qo< Sen '^ K -Cos.yi)- f* r J + 2«rPk' 

Qc = - Q 0 Cotyj - r P\j + ( Q 0 Seny + 2uPr] K R , 



F'g. I 



112.— La plataforma circular mostrada rota 
al rededor del eje vertical Z 0 con vslocidad 
Iffii^ conslantc , en sexitidq indicado. 
Simulianeamente Ios discos peauenos rn*~n 
en Ios scntidos indicarios con velcc'-nc' 're- 
gular constantc p , respeclo h siar-for 
!fl a r .-, Para e } fastante representado determi- 
nar las aceleracioncs dc Ios puntos A y B. 



5CLUCION: 




La acel.re.cidn obsoluta d e A bsM definida per 1. ocuacion: f % tf 
= r 0 + (V 4- « „ ?( . + „ xC u x ?r 5 + 2w x ^ 

H movimfenta absolute del sj^a de coord.noda, movii« es.d r.gido 
por las ecuaciones; '-giao 

rj = -bA + CK ' f . 
r 0 = to x r 0 = toK* C-bA + CK) = -bco J 1 . <b = oK El] 
r 0 = wx(cjxr 0 5 + cbx coK x(-b to J)+ 0 bto 2 A fa] 
El movimiento relative de A respecto ai sistema de coordenadas mo- 
viles estd regido por les ecuaciones: 

9 } P=PJ 
p r = P x p - pj x rK = rpA p = 0 j 

e r = px(Pxp) + p x p = P j x ( rP/l) + o = _ rp2j< [m] 

En consecuencia.: 

vo x(;ux p r ) = coKx( coK x rK) = 0 [IV] 

2C ° :< P r = ^"K x(,rP\) = 2rPcjj [V] 

Sustifuyendo en A „ las ecuadones , # ||# % |y y y ^ ^.^ . < 
0 A = bco 2 A + 2rPcoJ - rP z K p» _ 



74 — 



Para hollar la aceleracion absolute de B se sigue el mismo procedi- 
miento anterior. Si tomcmos como punto base el mismo (O), la unica 
varianre sera la direccion del vector posicion relativo 0 
Per [o tanfo: [ Fig. u J * 
p = TX . , 

p r = P x r = PJ x rA = -rPK 

p r = P x(pxp) = pj x (-rPK) = - rP 2 A [VI] 

" *C o xp) = coKx (coK xd) = - rcoU [VII] 

2co =2coKx(-rPK) =o [VIII] 

Sustituyendo en A , las ecuaciones I, ||, VI, VII y Vlll se deduce* 
Q a = bco 2 A - r p 2 A - ru 2 A 

a 3 = [(b - r )co 2 _ rP *] A Resp 
OBSEaVAClOW IMPORTANTE : 

(a) o PQrt ^ d ;i Q r:eZo: n, d e :;°; s : ha usad ° ia ■» 

V del vector relative 0 ■ indlcdndcT I P ° 3 ' Ci6n ° bsolu, ° r * 

p 0ra „e gar a j^trt ec::r;i e proc ; dimien, ° - 

*'™ en Traslacion « Rotacicn . ecuac,on de '« aceleracion rela- 
c!on Ken. J.^^^*^ *•« ec ua . 

a) Denommase movimiento ABSOLUTn j 

:r c teQ un sistema RfoT?ooZa d O o r referid0 
bj Denommase movimiento RELATIVO CUO nW« r 

rererencia en movimiento. 
Aceleracion de Coriolis Ef«vf« i i • r, 

ll7BZ -l«3), mgeniero fences j 



115. — En la cuspide de su trayectoria- ver- 
tical, un cohete realiza una ra'pida manio- 
bra angular a fin de orientar su proa ha- 
cia abajo para retornar a la Tierra. Cuan- 

do 8 = 60°, Q = 2 rad./Seg.. 9 es despre- 
ciable y la aceleracion del centro de rnasa 
G es de 30 pies/Seg 2 ., dirigida bacia abajo. 
Para este instante deteiminar la acelera- 
cion del punto A situado en la parte supe 
rior de la periferia de un disco tie o puig 
de diametro, que rota alrededor del eje del 
cohete con velocidad angular constante p 
== 10 rad./Sg. rclativa al cohete, el cual no 
tiene rotacidn propia alrededor de su eje. 
Los ejes x, z, estan en el piano vertical y 
adhendbs al cohete. 

SOLUCION: 

La expresion de ia aceleracion se define par la ecuacion: 
Qa = Q G + 6 x.r +- to x ( co x r) + Q r + Q c 




• [I] 

Donde: CX G - Aceleracion absolufa del sistema de coordenadas moviles. 

t CI G = Q G e G = 30 (Sen 60 K - Cos. 604) = -15 X +15^/3 K t A J 
Del ^ : 8 = ° (COndiCi6 " " IB] 

W = -9j=-2j rad./Seg 

r = GA = (3/12) I + 3 k ple3 

V r = Px OA [Velocidad relative de A respecto a O] 

V r = 10K x f JL.il - j , 

Par lo tanto: 1 12 > 2 ' 5J P ' e9/SC2 - 

COx(cxr) = -2jx[(- 2 J) x (±, +3 k)]^,_ 12K „ [C] 

a c = 2COx Vr = 2(-2J) x (2.5J) =0 [DJ 

• a r = V r [Acelera cion relativa de A respecto a O] 

Considerando ademas que: P = Constante ^ P = 0 

: « p PJ -0A 

se atirma: 

Q r = Pxoa + p x ( pxoa)=5 -p 2 OA = -(io 2 ;(-i).< 

= -25^ plo,/ S e,2. [E] 

Reemplazando las ecuaciones A, B, C D y E en |j] S e obtiene: 
a A = ~ tS4 4- 1S\/TK -X- 12 K - 25 J 

U A = - 41 ,i 4- 13.98 K mmt&. Rcsp. 
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117.— Los ejes x, y, z, estan adheridos a 
la estacion espacial mostrada, la cual sira 
alrededor del eie x con velocidad angular 
constante Co = 2 rad./Seg. Calcular la ace- 
leracion de A situado en el extreme- del 
pane solar en la pcsici6n 0 = 30% si los 
paneles estan uesplegandose a razon de £ 

~ 4 rad./Seg., 0 = 6 rad./Seg? y el eie x 
pasa por el centro de la Tierra cue se con- 
S % ra j J '° en el es P a cio.-El centro de ma- 
sa G de la estacion espacial tiene una ace. 
leracion de 25 pies/Seg* dirigida hacia el 
c . entr ° de „ Ia Tier ™. L as uniones articula- 
?! S £ 1 l st ? n separadas 2 pies entre si 
y 8 Pulg. debajo de G. 

SOLUCION: 

La ecuacicn de la aceleracion absolufa cle A estd definida por: 
Q A = Q G + cc x GA + cj x[cj x GA] + G, + 2co x V r — 




lizando el 


grdfico 


se deduce : 




a 3 = 


-25 4 
GA = 0 






CC X 


{Puesto que cj = 


ConsfanreJ — 


GA = 


12 K 


- A + 8 [ Cos. 30°K - 


Sen, 30 i] 


GA = 


6.25K 


- 5X 




CO X [ CJ 


x GA] = 


= 21 X[ 2A X( 6.25K - 


54, )] 


CJ X [ CO 


XGA] : 







Q r = 0 x CA + 0 x[ 0 x CA] 
a r = - 6 J X 8 ( Cos. 30K - Sen. 30.4 ) - 
[4] 2 8( Cos. 30 K - Sen. 30X) 

Op = 22.40 i - 135K ____ 

2CO x y r = 2CJX x [i x CA] 

= A A X[-4J X 8C CO5.30K - Sen. 30 A)] 
2CJ x V r = 64 J 

Reemplazando las ecuaciones A, B, C, D y E en I : 
C1 A = [22.40 - 25] ^ + [54] J - [25 + T3s]K 



Luego: 



[I] 

(A) 
(B) 



(C) 



(D) 



(E) 



2.5 i 



S4 J - 160 K Plcs/Se 3 2. 



Kesp. 



119.— EI -motor electrico con el disco aco- 
plado estan montados sobre la base S la 
SS™ en torno al eje vertical Z^con've- 
ocidad angular constante Co. El eje del mo- 
tor forma con la horizontal un angulo fi- 
jo de M. Los cjes x, y, z, estan ligados ai 
armazon del motor, perteneciendo <vv ai pia- 
no vertical que pasa por el eje z. La vclo 
cdad angular del disco relativu a i y I 
es p, y es tal que un pun to P de su neri- 
feria cruza el eje W con la frecuencia p/2 - 
Detcrmmar las exprcsiones de la vclocidad 

Lai ft- P u en cl instante P a " el 

cual 8 - 60 . Se sabe que Co - 10 rad/See 
y P = 20 rad./Seg. son constants? *' 

SOLUCIOM: 

La velocidad de P esfd definida por la ecuacion : 

V p = V 0 + v p/o + V r 

Por consideracion del prbblema y segun el grdfico se deduce : 

V 0 = cjK 1 x 0 r 0 

Siendo K" vecfor unifario en direccion del eje J. 




[I] 



Luego: 



K 1 - Cos. 30° J + Sen. 30° K = ~ J + — K 

l 0 [Ej + IK] x ( 4 J 4- 5K) = (30V3-20>4 (A) 
PXOP = 20KX 5( Cos. 6Q o A + Sen 60 o J) = 

= 50 J - 50V3 * (B) 



V 0 = 
V r = 

V P/o = u x OP 



2 KJX 5( Cos soo A + Sen. 60 o J} 



(C) 



- 12.5 J - U. 5 V3A - 12.5VTK 
Sustiluyendo las ecuaciones A, B y C en I se obtiene : 

Vp = (30VT- 20 - 50VT-12.5V3 + ( 50 + 12.5) J - 12 5V3K 
La aceleracion de P estd definida por la ecuacion: 

JV B a 0 + u xc« xr)+,(b x r + r+ 2 « x V 

Donae: r 
a 0 = o x0 1 0 + to x(cj x0 1 0) 

0. + 10K 1 x[iok 1 x(4J+ 6K)] 



[11] 



Oo = 5(K+VJj) X 10(3V ; 3-2).i = 

(150V3-100)J - 276.79K (1) 

ox(cj x r) = 5(K + VJj)x 5[(K +V3J) X (Ij + 5 ^"jjj 

f = 62.5 (-4.1 - VT J + 3K) (2 > 

u x r = 0 {co = consfante. j 

r = P x r + p x(P x r) =" 

0 +20kxf 20Kxflj + \] ' 

l 2 4 + ~ J ;J = - 1,000 (J 4- VT j ) (4) 

2CJ x V r r 2(5)(K + VJJ) x 50( J - V~3A ) = 
~ 500(^ 4- VJJ- j K) 
SustUuyendo las ecuadones (1) (2) (3) (4) (5) en ^ 

Op =-(62.5 X 4 +1,500) J +C150V3 - 100- 62.5 Y3-<5Q0V3)J 
Simplificando: + ( 1Q 0 VT- 4 50 4- 18 7.5 4- 1,500) K 

ap = ~ V5 ° ~ 2 ^50J 4- 1,410 K Resp . 
MiniETICA DE UNA PARTICULA 

■ I. vono^s en la direc ^^ST Ejft*?*^ 
F - 7( ( m«) = m 0 = m K = ma „ Fa = ^ 

de las components. Ejemplos: " ,c Wfo de cada una 

En coord. Recfangulares: 
En coord. Ciifndricas: 
En coord. Esfericas: 
En coord. Tang, y Normal: 
Fuerzas Gravitacionales : 
Despreciando la resistencia d 

Principio de DTMamb^tT 7a "^Uaci6n 1°*! a ,' T* 

-nercia (fuerzas efectivas opuestas ol ■ ■ ?i ^ de fuerzas de 
oplicadas es igual a cero ™°v,m,ento) y | QS fuerzQS ^ 



mX ; 


F 


= m Y 


F - 


Hid; ; 


F 


= m Q Q 


F = 


ma r ; 


F 


= m a 9 ; 


F = 


mQt ; 


F 


= 111 Q n ; 


Etc. 


0 =r m 


a. 




0 
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125. — EI vector posicidn de una par- 
ticula de 1.61 . Lb. esta definido por: 
r = 3t i + 4t2 J — 0.5t4K, donde t se 
mide en senundos v r en pics. Calculc 
la fuerza resultnnte R sobre la particu- 
Ja para el instante t = 4 Se^ 



SOLUCION: 




La ecuacion del movirnlenro de la particula sera: 

^F. m.Q ^ R = m » 

Segun se afirma ; 

r = 3t 3 4-f4t 2 j- ~ t 4 K 

Derivando se obtiene: 

r = 9t 2 4+ 8tj - 2t 3 K 
r = 18 u + 8j - 6t 2 K 



•© 



Para la condicion t = 2 Seg. se deduce: 1 

f a 4[ 9^ + 2j - 6K] 

Cuyo modulo es r = 81+4+36 

r = 4 4 pi«/seg2. (2) 

Reemplazando © y el valor numerico de m en la ecuacion (1) 
se obtiene finalmente: 



R 



[ 32.2 ] 



44 



2.07 Lb. 



Resp. 



126.—En el punto mas bajo de un riso 
vertical un cicrto avion de 60.000 Lb dc 
peso, ticne una acclcracMn vertical de 3r v 
una vclocidad dc 600 miltas/Hr. Hallar la 
cornponentc vertical R de la fuerza que 
ejerce cl aire sobre el avion. 



La ecuacion del movimienfo en dicha direccion CyJ sera- 



Observando el grafico se deduce : 
R - W = mQo.donde.m - W 



Luego 



R - W zt mQy.donde- m =: 

9 

Qy = 3g 



R = w + w f3g) = 



Reemplazando el valor numerico de W ■ 

R'= 4(60,000) R= 240,000 Lb. 



Resp. 



debe trataTse cm t to ™°. es PequeSa y 
brio rotatono L fr,?!5 V,era en e " u »i' 

S0LUCI0M: 




ApHcondo ,o ecuccfcn de, movi - mienfo segun d;agrQmo ^ ^ 

2Fy ~ mXly 2T - w = m . Qy w 

Ei aSC5nS0 es ' d re 9i°° per la ecuacion: 



r 10 



Luego. 

8 2 = 2C! y (10) > n - io 

S-muyendo la ecuacion [„] en m yc H , ' " " M 

UIJ en LIJ y considerando que: m _ w / 



: 1,100 Lb. 



2T = C 2,000/32.2)3.2 + 2,000 
Per condicion de equllibrio rofafivo: 

SM 0 = Td h« M = lil0 0(8/l2) » M - 

J M - 733.3 Lb. plM Resp 
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130.— EI collar P de peso W resbala libre- 
mentc sin rozamiento apreciable en la guia 
circular contenida en el piano vertical v 
montada en el cuerpo movil F. Calcular la 
aceleracion horizontal indicada en la ficni 
ra, que debe tener la estructura para man- 
( tener el collar en la posicidn fi.ja j* 

SOLUCION: 



Por condiciones del problema : 

8 = constante — » 8=9-0 

r = constante. • f ■ - y _ q 

Considerando O como base del sistema de coordenadas mo'vi- 
les se afirma : 

a P = a 0 + a P/o 

dondo Qo = a(Cos.Ge n ~ Sen 9e t ) 

Qp /o = Cr - p8 2 )e r +(r9f 2rQ)e 0 * o 
Luego: Q p = [aCos.8]e n - [aSen.8]e t = Q n + Q t 



Aplicando las ecuaciones de! movimiento 

Zp n = m Qn -N-WSen8=ma n 

ZF t = mClf -WCos.Q=mQ t 

De la ecuacion H : Q = -^-Cotg.8 = g Cotg. 8 



obtiene: 

{Ver diagrama] 

mfaCos.8 ] © 

m[-aSen.0] © 

Resp. 



De la ecuacion I : N = m CgCotg.0 ) Cos. 0 + W Sen 
Res P' N = mg ( -9*£*| + Sen. q)~, N = _J 



^ Sen. 8 
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Sen. 8 



131. — El vagon mostrado esta oscilando 
honzontalmence de acuerdo a la funcion x 
— i>o + A. Sen. Cot, donde So A v Co son 
constants. Una fuerza F de 8 Lb. de ten 
sion soporta l a esfenlla de 1 Lb SeeVfcie 
de masa ta! como se indica. Si para el 
mstante representado s c sabc que 9 = 30' 

r,nT^"ln . t -- CletCrminar P ar:i 0sl1 -' 

s n i! r S aceleracion relativa de la esferilla 
respecto a l sis ema de coordenadas muvi- 
i« x. y, z. si Co = 0.2 rad./SeK. 

SOLUCION: 



■? *»«*«. d e m , m a , s,s 1=mafiioXYCStidadoDor: 

m ' A > Fy-mg = my (l) 

Observando el grafico y segun datos se obt.ene; 
X ■ = X, + X 2 = S Q + A Sen.co t + X 2 j 
Diferenciando respecfo at riempo: 
x ~ Aco Cos. cot + X 2 
X = -Aco 1 Sen. cot + X 2 

Sustituyendo las ecuaciones(n) en (I) y ordenldo- 
X 2 = t x / m + Aco 2 Sen. cot y - c / 

a • . 2 " K / /m ~ 9 (no 

Aaemas por condiciones del problema.- 



Y = h + Y 2 

V - 0 + y 2 



(II) 



F x - F Cos. 30 = S(V3~/2) = 4\/J 
F y = F Sen. 30 = B(l/ 2 ) - 4 Lb . 
A-2rr/Sen.cJt 
Reempfazando estos valores en las ecpodc 



00 = 0.2 raises 
m ~ 1 U>. Se K 2/ 



(III) 

r 2 = 4 - 32.2 = - 28.2 ■££ 

La aceleracion ue m re | a t.va al s.sterra H , , 

x y z sera: sistema de coordenadas mdv.les 



4 ^3 4- 2rt(0.2) 2 = 7.171- 



a = 29,10 £5 
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SOLUCION: 



f P(*,/) 




L ° Posicon mds bo ia sera el vertice (Pun fo B) de , 
Por tanfo oplicando , Q ecuad6n , , B) de P Q -boia. 

obflene: eCUaaon de ' -ov lm ienfo en dicho p unfo se 

«■ gj) CD 



fefy = m.a y l • N _ w _ w. v B 2 

Cdlculo de (> (Radio a- V • 9 ? 

Para | as condicionesiniclales: 3 =K( 4 ) 2 
DenvandorespecfoaXlaecuacion II; 



K = 3/16 



d 2 y 



(II) 



Cuando pasa por B : [ x = oj 



~ = 2KX 



p or tanfo: 



[1 + (dy/dx)J]3t 



(d=y/dx2) 



-(III) 



Ademds por consorvacion dela energfase afirma: 
^ E - cinetica = E - pofencial 

2 m E V 3 "Oj =mgh V B 2 =: 2 , ( 3) _ V 2 

9Uj V s = 6g — _ (iv) 

SusHuyfendo las ecuociones III y |y en , ss 
\ 8g/3/ 



5.5 Lb. 



Res 



!Sp. 




^tr^S^ [*■ * Peso puede 

disco mostrado e CU aI ratl in hSa , del 
" horizontal al rdHor 1 en un P ,ano 

ieto en p. ~ . > accion tie un cordel su- 

para las condiciones especificadas. 
SOLUCION: 

ApHcondo , 0 ecuaci6n del movjmien(o en (a direcci6n nomai ^ ^ 

(£ F)„ = (T — N) Cos. 45= - (T_ M) V5/2 

, , / T -N)VT/ 2 = 49.6 — -T-N-49 .«(^ „ 
5im»larmente en In ■- ^ ' LI -' 

en la dueccion fangencial : 

(^ F )>= (T-f-N) Cos.45= - ma 

- ™-a t = rn.oc.r = 0 [oj, eoni , an ,. i 

fT + NjV^-o . N=-T 

gualando las ecuaciones f!) v 7 IM 
t , * \ l J y [») se obfiene: 

T - ( - I) = 49.6(VT) 



loadad angular V?ue neL'ita la ve - 

SOLUCIOM: 

^Mo%is° pr ; duc, ° de Ia ro ' adon '« T «^« 

d,na mico en direcclon horl20nta| p<)r (anto . 
F r = m.Q c 




CF + T) Sen. ; 



w 

-"• <U = - d -de: Q c » N ; r ■ m 



donde 



Del diagrama A 
2F Cos. 20° - VV. 



[ 2 F y = 0 ] 

° = W o/2Cos. ?0 o = 8 /2 Cos. 20° = 

V Cos. 20° 
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Del diagroma Bs [ZF y = o] 
( T - Cos. 20 - W a = 0 T = F + W 9 /Co, 2 0«= 4/COS.200 



i2 UJ 

Sen. 20 = (-i_J ( A j N2 -_ N: ^— = 

.11..,. . -8.3865 rad./See 

Mulhphcando par e! facfor (60/2*) — Sl^ZSEm 



de 'i n /' 0 dC pes .°, W es lanzad ° des- 
ji .„ P"? 1 ? A . co P vclocidad inicial U sobre 
la superficie inclinada cn el sentido indica- 
to B H m f Stante despU ^ S dc P asar Por el pin- 
f» 5'J a / U?rZ 5 no "nal entre dicho objeto y 
la superficie de contacto se reduce a 150** 

UcLrzB tCm > Un , instante 

iiegar a B. Determinar la vclocidad U si el 

SOLUCION; 




Anansis del cuerpo en el in St an»e que parfe de , pun(o A . 

normal el sistema estd en equilibria. Por tanto: 



[ZF n - o] -N + W. Cos. 30° = 0 



M = W VJ/2 [i] 



Analisis del cuerpo un instance desou^ d^ » 
r-r c - n 1 i e==lerac,on normal. Lueao' 

|x f„ - . a„] - n + w .co S . 30- = m vi i9 donde: m = 9 ' 

.P-porco,,^ cnde!problem=: N , =N/2 
y^gun loecuodonl: N' = W V5/4 

Sustiluyendo eslos volores en lo ecuacidn l| : 
_ WVJ . WVJ W j 

4 2 = 47 v 9 — * v B 2 = g vT Qn] 

Conslderando II, 5S aplica la ecuacidn general de la energlo enfre A y 8: 

AU = AT + AV + AQ. Cuv OS valores so »: pyj 
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Trabajo exferr.or 

AU - 0 (n 0 ach3an f uerzas externQS ) _ _ r i 

tnergfa cinetica: L J 

**h<* -vi>= g ( ,vj- u* >■;.___ [2] 

tnergfa pofencial: 

p ^ , AV = W.Ah »W(4 Sen. 60°)= 2^ r.i 

Energfa calonfica par f ricci6n: " " L 3 i 

AQ = f.AS = 0.3 N(8Cos.30°) = 
Sustifuyendo las ecuaciones 1,2, 3 y 4 en IV 

o = WVa/ 2 -WU 2 / 2g + 2 V5 W + 1-8W _: >u=igg ^ 

" Se B . 

142.— Una partfcula de masa m se suelta 
aescie el reposo en la posicion indicada ace* 

erandose hacia la izquierda por accion de A s 
a cuerda e last.ca ABC, cuva longitud m 

deformada (cuando x = 0) S c inclica con T\\ 

' n ^ cha cu erda tiene una constante re- " b : \ \ 

tano o deformac.on. Determfnar la expre- i t / A, 

° n h de p Ia velocidad alcanzacla por la g£ K „V b 

ticula en el mstante en el cual x se hace / 



SOLUCIOM: ^ 

La fuerza recuperadora por tension sera: T = - K.A L 

Siendo; AL = deformation unitaria = ^ " b 

i b 

Luego: t - _ J£ / , _ . , 

b b) J Donde: L = Vb 2 + X 2 [j] 

Aplicondo la ecuacion del movimiento: 2 F x = m.a x 

ZT.Cos. 0 = m a x * q = 2T.Cos.( 

x m 

Sustifuyendo las ecuaciones I y Cps. 8 = X/L en [nl • ' 
X 



fll] 



l^Tx 2 



-b)=-2K( x __Xb_\ 



Relacionando con la ecuacio'n VdV = Q d 



Efectuando: 



infegrando 




* 43 -— Calcu Iar la velocidad angular Co del 
conjunto mostrado en torno al eje z cue 
A C v n R ta , ?^ia n tenor los cilindros desliz'antes 
A y B en la posici6n h = 3 Pul" EI coefi- 

vanlla en la cual deslizan es 0.3. 

SOLUCION: 




Aplicando la ecuacion del movimiento en ambas coordenadas: 



2F y = 0 
N.Cos.70 



(Puesto que h es constants =3 pui».J 



0.3 N. Cos 20 - V/ - n - r 

W " ° Co *- ?° ~ 0.3 Cos. 20 = W/N [x] 
* = mQ x = m.rco 2 

siendo: r =2 + 3 Sen. 20 =3.12 f Ver diagramaj 
N Sen.70 + 0.3 N Sen. 20 =( W/g)co 2 r 

Sen. 7o; * 0.3 Sen. 20 = VkJrjHq J fnj 

Dividiendo la ecuacion I de II: 

<£i = .Senj^aa^^ 0 . 94 ± 0 1Q26 

g cos. 70= - 0.3 cos. 20 o^T^oTi^i =J7,37 

^ 2 = Cl ? -37)g/r =17.37( 32.2 X 12 )/3.12 > 



46.4 rad./s*g 




- • < J , Lb : osclla horizontalmente por ac- 
^ n ciab e P H r A dd " lab <^ OA, siendo del 
preciable el rozamiento entre dicha gufa v 

bdn Sa S IOS CUal£S , Se desliza - Si el esla- 
l ad /?'^ v n f Una v , elocida d angular de 12 
i-ow'/l g '- y u ? a acel «"ci6n angular de 20 
i^.a./oeg.~ ambas en sentido antihorario en 
c mstante en el cual 9 = 45*. calcula • SarS 
estas condiciones la fuerza F de contact 
entre A y el canal de la gufa. ' COnta cto 

SOLUCION: 

La aceleracion absolute de A esld definida per la ecuacion- 

aA = a t +a n = cex r - w 'r = aKue„ -^re n 

Donde.- e n = Sen. 45 J - Cos. 45 A. = VF/2 ( J - i ) 

a A -= 2 0Kx4[f( J -, l) ]- (12)2(4) ^ CJ _ A) j 

fV 248V5 ' 1 " 328V5J — a * = 2 ^ »W til 

F - m.a A - - a x Siendo: g = 32.2 X 12 Puu./sego. W = 8LL 

F = 3T?(T2l (248 ^ — F =7.26 Lb 

tafoS L£ la coni,tant e de atraccion gfavi- 
tatona entre un cuerpo de masa m v la Tie- 
rra, (Cuya masa es M, radio R y eh ace 
leracidn de la gravedad en su supeffide)^ 
SOLUCION: 




:i6n ' f - K.m.M 
r 2 ' 

Siendo: K ** Consfanle gravitatoria. 

m = masa del cuerpo. 
M = masa de la Tierra. 



[i3 



Esta misma fuerza radial ejer^o 2?^ t«!T!f ,, " ,lB * 

cuerpo de masa m es: 

F r = me' 

Siendo: g' = Aceleracion de la gravedad cTr"T- fllJ 

'° wperficre terrestre. CUa,qu,er alfura H sobre 
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Igualando ( I ) y (il) 
* K m M 



KM 



Ademds: cucndo r — R ( radio de Ic Tierra ) 



■■ g'r* 



[Acel; 



se cumple: 
En consecuencia : 



pies " numt5nco de L es 12.54(10*) 

SOLUCION : 



l grqvedad «n la j 

KM = g R z 
L - 



'officio tf rrejtr. ] 

L. q. q.d. 



-e- 
^ — I s 



Fig. I 



La fuerza de atraccion gravitatoria (-KmM/if) Hene direccion radial, 
siendo en consecuencia nula su componente transversa (F e ). Por tanto: 



£ F r = m a r 
lF 9 =ma 4 



• KmM/if- m ( r - r 6 2 ) 
0 = m ( r0 -f- 2 r€) ) 



[A] 



0- (r 2 0 + 2rr©) = 
C = r 2 e 



- c/r* 



Multiplicando por r: 
Integrando se obtiene : 

donde C es constants de integracion y ( r = L ). [R g . i] j C t 

Por !o tanto segun ( B ): 

dr c dr 
d9 ~ r 2 'd0 



■ , , dr d9 
r = dr/dt = — • —— 
' d9. dt 



■fBj 



Y segun ( B ) y ( D ): 

dr d0 

r =dr ' dt = de"^ 

Sustituyendo* ( B ). ( C ) v ( P \ on \ 

M 7 y(E,M la e * jaci °" (A) se obtiene 
fc d / c dr 



4-( r ) = JLjiri.jfci 

d9 r 2 d9 [r 2 d9j 



-KM 



/f |r 2 dGlr d0 )~r ) J 

, . ^ r _d fc drV c 2 
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Reemplazando : p _ ( ^ 

$1=-?%} Se ° bKene: W + x = ^/CMF] 

Es una ecoacion diferencial de la forma: y"-f y - Q (y), cuya 
soiucion conocida es : 

V = Q (y) 4- D. Cos. (0 + 0) 
Sie^ndo D y 0 consta^^ 

r v IV) es mfnirno. Por tanto segun ( F ): » 
_i = KM , - 

P C= +" D - Cos.Q r G j 

Ademds segun el grdfico y definicion de Conica ■ In 

excentricidad sera : ( Fig . „) ' ° ecuac '°n de la 

e^ON = | | . 

NS P-r.Cos.0 T = ~ 4-lCos.e [fi J 

Se observa que las ecuaciones .(G) y (H) tienen la misma forma. 
Por tanto comparando sus terminos correspondientes se deduce: 



KM I 



Luego.- e=c*/kmp ~e=^ _____ m 

e = o ( . i KM 

Cos. 9= 1 / D = -L -~C» I"l 

SusH tuy endo(,|)en(l) yseg , n ecuaciones (B) y (C). 

„ L , __, , „ „,.„ ^ m ^ 

V- GL 

Sustituyendo en ( ill ) se deduce" 

, j . ~~ " V 2 =KM/L 

Ademas; KM = gR = [probiema anterior] 
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V = R V 



g/L 



fIVj 



Calculo del pepiodo 

"El periodo I de una orbira es la ra26n enfre . , 

orbifa (A) y la velocidad areolar constant 2 Z ^ * ' a 

area. O sea" A C ° n ^ ue Se barre dicha 



Por lo fanto 
Sustifuyendo (C) 



TT r 2 

8r V2 ~ 
2n = 
(v/r) 



area de la orbita circular 
Velocidad areolar (Prob. 42)" 
_2rcr_ 

v [VJ 



) en Id ecuoeion ( V ) se obtiSne: 



_ 2rtL 



r = 

Resp. 

OBSERVACIOIM IIVIPORTAIUTE 

*r.e de problems sobre: fuerzas desarr °'lar una 

COmo el que cof inua ( 1 51 ) y eI 2] " " P ° r ^ "mparacion, 

la superficie terrestre La refinti? i° bre 

El radio de &ASTS% t™?"*"* 
SOLUCION: 

Siendo la orbita circular se ofirma: e = 0 




r— R + H =5 Consfanfe. 
' . siendo 



&ta S condidones son similares al problema anterior 
*- — K + H 

p or tanlo; Sustifuyendo esfe valor en Inc 
-oecHvo.ente.de. P rob, ma anledor se ZeT^ ^ ' < Y > 



7 ^/RvmTH] 



V = R 



R-f-H 



J == • 



• 92 — 




158.— Tal como se muestra en el crafico un 
proyechl es disparado con el angulo y velo- 
t 'mn J r ndlC , ad0S d< 1 sdt: 0 (Origen de un sis- 
tema fijo de coordcnadas). La fuerza *ravi- 
tatona esta representada por VV = me° v It 
f ^ iccidn tiene Ia misma dS 
iaia velocidades lienor a 100 Die/See se 
supone que R es proporcional a V . (R - 
ivV). Deducir las ecuaciones de las coorde- 

SOLUCION : 
DATOS: V < 100 Pies/ Seg.—.R = Kv 

De ' 9r<5fic0: — *-v. Cos. 8 . y = v. Sen.6 

ApLcondo la ecuacidn del movimiento en las direction* X . Y • 
deranda las _afir m acione S anleriores se deduce- ' C °" S '" 

^- r x - m. x 

m. x = _ K (V. Cos.9 ) = _ kx . — mx = - k x [A ] 
m. y = — K ( V.Sen.9 ) - mg = - k y - mg — * my = _ ky - mg [B] 

Puesfo que X= dX/dt , la ecuacion (A) se puede inlegrar directa- 
menfe cons.derando que X InIclftl = U. Cos. oc [ v., atMt0m] 
Por fanfo: J 



Jdx/x-- - k/m fdt 



L n [x/U.Cos.oc]= -kt/m — . x = U . Cos. oc e" k,/ - [C] 
Ademds puesto que: X = dX/dt, la infegral de (C) sera : 



Jdx = U . Cos. cc fe k 



n dt 



X - [U. COS. OC e- k, /-j / (-k/m ) 4- C [ConHon* d. In t . a 'racl6nj 



Cuando ! t = 0 



x ~ 0 .Luego: 



0= [U.Co S .oc e- ] /(- k / m ) + c_c = mU .Co,c</ k 
1 COnS " Uenda SUsH ^ nd0 C V si.plifica.do se cbHene: 
x = U. Cos. cc (1 - e- kt/ -" ) 
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Resp. 



En forma similar c! procedimiento anterior se obMene la coordenada 
(Y) a partir de la ecuacion deferencial ( B ). 

Cuando : t = f) v __/>•.. -L ~ 

o . ., , 7 = 0 -y = U.Sen.oc *» C, = U. Sen. oc [E] 

Seha.e d ^ ouna ecuacFon (D) diferencia. linea. de la f orma ; 

^ ) Y _ Q ( t) empleada e indicada en el Prob. No. 15 Donde: 
f(t)-k/m T K jKdt*Kt , Q(t) + 

3 or fanto: - * ' 



Por tanto: 

y = e 

y - e 



j ("gt-h C,) e k '. dt] 

' Kf f c.e f « 

[ ~F~ ~Sj e -tdt -f-C 2 



Integrando por parfes j [e^tdt i hacIendo ■ ■ u '= t — du = dt 
se deduce : ( „, „ 7 * 

I e . tdt . il L"' _ e *! 

J • K - -£r(Kt-J) [G] 

Sustituyendo ( G ) en la ecuacidn ( F ) se obtiene: 



Y 



segun ia ecuacion ( E ' 



y _U_Sen. oc . t r . . . kl r . 

7 ~ HR [Kt-lJ + C/e — [H] 

Pero cuando : 

' t = 0 — y = o _^ 

C z=-[(§/^) + U. Sen.cx/ K j 

Reemplazando r I .. 

S en la ecuacion (H): 

^ * = "F [KU.S.n.oc(l- e "*)_g(Kt-e- W - !)J 



159.— Un cohete se mueve por encima de 
la superticie atmosferica cambiando su di- 
recc.on de acuerdo a la funcion constante: 
h Kt , siendo K una constante y t el tiem- 
po. Deterrmnar las coordenadas x e y en 
funcion del tiempo sabiendo que cuando \ 

U tParalela al r/i^ U " a , velc ? cidad vertical 
V l^ra eia al cje Y) y ademas x = y = o 
Ast-m.r la atraccion gravitatoria y la fuerza 
de empuje constantes en magnitud. 

SOLUCION: 

Segun el enunciado : Q- Kt . t ~ Q *' j-X 

Aplicando la ecuacion del movimienfo en el eje 
cuerpo libre mosfrado: 
2F y = mQy donde : a y dVy/dt 

g u y " ' 

Integrando considerando la afirmacion A 
J& V f 



(A) 



= Y = 0 
Vy = U 
Y del diagrama del 



dVy 
dt 



■ megranao considerando la afirmacic 



WK 



Sen. Kt 



Relnfegrando la expresion 



anferior.- 



/ 



dy s 



|1 Sen. Kt 



Eg o 

^ Sen. Kt - gt + u 
dy/dt] 



gt + u dt 



y = 



WK 2 



Cos. Kt 



It 



y = 



Sig.iendo e, mismo procedimienfo QntmQr ^ 
~ n&x . donde : 
= m.Q x ■ _ 



^0-Cos.Kt)-Igt%Ut 



E.Sen. 



a x = 

dVv = 



r ■ ' 



Eg 



e i« X, se deduce : 
d Vd t 
w Sen. Kt.dt 



Sen. Kt dt 



kw "j<v7 



Cos. Kt 



0 - Cos. Kt )dt — ► 
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162.— Si el collar A es soltado desde B en 
reposo respecto a la estructura F que se 
mueve hac ia la izquierda con aceleraci^ 
constante a calcufar la fuerza noS S 
ejercida por la varilla sobre el colla^Sian 

la^velocdad del collar relativa a la 
SOLUCIOiM: 

La aceleracion da P estd definido per la ecuacidn. 
Op = 0 A + Q PA 
0* = Q (Cos. 9e„ - Sen. e et ) 

9p/a = " * r + W * r) = -c=re t + to*reo 

Luego: Q f =(Q Co,. 8 +w»r)e, - (a r + Q Se„ 9 .e)e t 

Q Q = a cos. e +to a r 

Q, = - (ccr + Q Sen.9 ) 
Aplicando las ecuaciones del movim!ento ^ p se 
C2F n = m .Q n) . „ -w Sen.6 = m(0 . Co,9 +co'r 
n Z '' = mA) - WC -e=-Mccr + QSen. e) .. 

De la ecuacdn II se de S pe ia : ^ gj^os^-Q^e 
Por lo tanlo: r 



Cod co = ccd£ 



/-co - rr/ 2 

Jwdco = 1 [g Cos.G-Q Sen.0 ] dQ 
0 _ 1 L p n o I rr/2 



Q Cos. 9 + g Sen. 9 



Til 

III] 



! = 7[QCo-l) + gCl-0)]w = |.c g -Q )riIl] 



Sustituyendo III en la ecuacion I y considerando que : 



9 =rr/ 2 



N = W Sen.0 + m [Qc os .9 + f (g-Q)rJ . N = W / 3 _2Q ] 



v A/ / c = co. r dond 



U9r-El dcslizador P de 3 Lb. de ceso se 
mueve a lo largo de la varilla lisa A3 mos- 
trada por accicn de su propio peso y de 
la aplicacion de una fuerza externa con;- 
tante dada por : F = - 10 1 + 15 J + 10 K 
Lb. Si el deslizaaor parte del reposo eri A 
gaTST uatoV* ocida£ l que ad ^ u ' e « al lie- 

SOLUCION: 




Donde: 



Del enunciado: F=-2A+3j+2K 
E! rrabajoefecruado por F es: 

AU •» j F.dr = r .(i.dx + F y . d y *g.dZ 
"'a "4 

AU =[0 + 60] + [l 20 -0] + [0 - 50] = 130 U, 
La energfa cinefica y potendal enrre A y B es: 

AV = AV e = -WAh = - 3(25)= - 75 lbFute 



- Lb. 
3 lb. 
2 Lb. 



f0 ^40 
) = J-2.cfX+ 3.dy + 
^30 Jo 



25 



Fill 



AT= |-m(Va 2 -V A 2 ) 



16 



t;Uv s 2 - o) 



J5t- — - [in] 

257.6 



V32.2 X 12 

Sustifuyendo las ecuaciones I, II y III en el teorema de fuerzas vivas: 
f AU=AV+AT ] Se obtiene : 
130= (V,* / 257. 6) -75 



172,— El collar C de 5 Lb. de peso resbala 
con rozamfento desde A hasta B sob 
Vanl I a c ' rcular Kja, Hevando adherido un 
resorte. Determinar la energia perdida po? 

SffSSM* el , den ^ u ™ velocidad 

de 6 pies/Seg. al pasar por A y 8 pies/See 

Se 3 pies: /P v SU ^C^d estirar es 




Resp.. 




rama 

AT=l n( v|-V A M=i^) (M .3s, = 7 o / 3 2 , L , p ,„. [l] 



SOLUCXONt 

Cpnsiderando dates del probtema y el diagramed dedL 
Energia cineiica del sisfema:, 



Energfa potential del sisfemo: 

AV = AV g + AV e [ gravifatoria y eldsrica.j. 

* V 9* "W.Ah = -5(3) , ~ 15 Lb. pies 



AV. 



• K ( X B - ) donde 



fX A = 



[IIJ 



= OA - 3 = 5 - a": 2 pIes 

DB - 3 = V^T " 3 pie, 

AV.= (V2)C2)[(V«r-3^4] = 46 -SV^T - tej 

Aplicando la ecuacion del trabajo y lo energfa S9 deduce . 
AU = AT + AV e + AV g 

AU = 70/32.2 - 15 + 46 - 6V4T * am . 



rr,m'Z7 Usan , do eI . Principio de trabajo v 
X r pn 0l 7 d P r °blema W 142 que fue 
r1n» •♦• en J el ca P ll uIo correspondiente a 
Cinernatica dc una partfcula. luiei "e a 

SOLUCION: 



Por condiciones del problema: 

K ' = K / b i = \/7~T~?" [I] 

P-sfo que no actuan fuerzas externas y no se considera. trabajo par 
Fnccion | a ecuacion general de la energfa se reduce a: 

AU = AT + AV + AQ * , AT = - AV [ n ] 

Cdlculo de la energia potendal y cinetica para el desplazamienfo X. 

— - (A) 

2[fK'(Aff]=-!lc t - b) 2 (B) 
Sustituyendo las ecuaciones | ( A y B en [IIJ 

K(f-b) 2 K L r; 7 



AT = I m( V 2 - Vo 2 ) = jm\/ Z (Parte del reposo) 
AV = AV q + AV e = 0 + AV, 



- mV 



v.( 


Vb 2 .+ X 2 - b 


)vf 
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192.— E! ma/.o dc tin martinclc pcsa 600 
U>. y cac dcsdc una altura de 4 pics como 
sc indica particrulo dc! icposo, ir.cidiendo 

sobrc a cabeza dc un barreno de 300 Lb m t f~\ 

quo esta clavado 3 pies bajo C J suelo. De* ' CO 

pucs del cheque el maze y el barreno se v-o L 

^ifi a L an J V nt -°, s i in rebote apreciable. CaL * T~ !^ 

cular la velocidad eomun de ambos inme- " o " I 

diatamente despues del choque v '*^- i 



SOLUCION: 



de^un ms tante antes del cheque estara definida per la ecuaeien 

V, 2 s + 2gh (Ver diogreme) 
Luego: V , J = 0 + 2(32.2)(4) v , = 4vn ^ (A) 

^lTotti e ne n . SerVaCi6n ^ Ca " tidad de movimie "'° en la direccion 

as n = o » miV < + m)V i _ mjVj + m|V| (B) 

donde per condiciones del enunciado V 2 = 0 (Esta en repose , 

d:Tf7;: d : /g ] res en(B)incluyendo ,a ecuocion < A>y 

300 v. + soo vj = o + 600 [4 V^Tj _ v , + 2V , - 8 VT6/T = 0 (C 

desoTd! d^ '""T ineii:sticos ^ se mueven junto 
despue. del cheque luego el. coeficiente de restitucien sera: 

e =.o i' 

Por lo tan to: e - velocidad relativa de separacien 

velocidad relativa de acercamiento 
e - V « n't 1 

e ^ZT, = 0 v 2 = v * = v <°) 

Reemplazando la ecuacion (D) en (C): 

3 V = 5V^T — * v = 10.7 pta^ . 
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193.— Scbrc la supcrficie horizontal cfe m <? V 

una placa pesada de acero, sc deju cacr 1 r A 

desde d rcposo a una altura h. una pcquo.""' s I 

fia bo!a que lue<_'o rcbota hasta una altura | , 

h .DotciTnTnar el cocficientc dc i-astivwciarr. 4 « 
'eyla fmccior* A E de energia perdrda 

SOLUC30N; 



3J.Como la masa de la bola es pequenisima en comparacion cen la placa 
pesada no se conserva la cantidadde movimiento , 
Luego : 

El cosficHenteda resti^don estara dsflnitfo por fe £cifcrcitfh: 

Ademas, segun la ecuacio'n de caida libre tenemos: 

Antes da J cheque - „ 

vf=V A *+2gh 

ComoVA=0 po/que parte del reposo - 

Vr#5h 

Despues del cheque : 



2 2gh> 



Ccmo hmax „ y B = q 

v^Y^ @ 

Reemplazando ®@y© en © 
Luego : 

IJLJ/h* Besp - 

J o).Por conservacion de energfa {endremos la Ecuacio'n: 
=^T * + AE^ 0 
Donde AE = Perdida de energfa. 
Luego considerando I de la parte [a] : 

— inn — 



Reemplazando @ y @ de la parte (a) 



finalrnenfe : 



AE=2mg[h-h , J 



Res p. 



»«£Ewri trt * ciIind ros . iguales de acero 
resbalan hbremente sobre el eje honzorifS 

dll^iIind^Vr??*T m,1 S r L a ^IociSad firrsl ^r^fr- ^rrrr- 



te ae restituctfn e y dc la velocidad U. 
SOLUCION: 

Analizando los cilindros (1) y (2) ; 

Per conservacion de cantidad de movimiento se obtiene: 

AG n = 0 — w mu]' +' rtltf'rr mVz ■+ mU; 

donde : U 2 = 0 .u 1 ^ - y _ 0 r 



(A) 

El coeficiente de restitucidn para este caso serd: 

e = 0* + u ; * u< * eu .%..#) 



Reempl^ando la ecuocion (B)en (A) 

u 2 = u-(u!.-eu] ^ 0} = • O'a+ej 

Por comodldad consideremos U B } 
La velocidad U a sera la que actuara sobre el cilindro (3) 
s.m.larmente al analisis que se ha hecho para el cilindro 



■•<C) 



(1) se obtiene 
AG n = 0 - 

donde : u 3 

e = HLzj4 

0 + U S 



muj 


a rhu, 


+ mu 0 




u} 1 


= U 8 -- 






U 9 : 


■ «S - 


e.u 8 


(E) 



Reemplazando (E) y (C) en la ecuacion (D) : - 

u 3 = ub-[uJ - e.u e ] s UbC 1 +e) 

4 si ! 1 g. 1 J SJtj £ 6} V / 

t ^ j { 2 J = v « % Velocidad final del cilindro 3} 
Finalmenre: 
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203.— Una bola dc peso 1 lb. rebota sobre 
cl suelo siguicndo las direcciones mostra- 
das. Si la veloc-dad antes del ehoque es 
30 pies/scg. e inmediatamcntc despues 24 
pics/scg.; detcrminar el impulso q"e actua 
sobre la bola. 

SOLUCION: 



El impulso esta Relacionado con la cantidad de movimienfo por 
la ecuacion-. 

c JF.dt = [0 2 - GiJ 

Luego: J F.dt = m(V- V) = m [2 4 C Cos.'30°4 + Sen. 30 J ) - 

- 30 ( Cos. 4 0° A - Sen. 40°J)] 
j [ (24 Cos. 30 - 30 Cos 40 ) X + (24 Sen 30 

.. + 30 Sen. 40 ) J .] 



F-dt = .__!_(- 2.19481 + 19.302 J) 
Donde: impulso 0.0631 A + 0.59° J u>. s- e . 



Resp. 



202. — El vagon mostrado cuyo pcr.o junto 
con su carga cs dc 5,000 Lb., desciende con 
una velocidad de 8 pics/Seg. Si la resistencia 
total a la rodadura equivale a 420 Lb. f deter- 
minar el tiempo que emplea para detcnerse 
iuego de aplicarlc una fuer'za T de 2,500 Lb. 
hacia arriba. 




El impulso producido por las fuerzas externas esta relaciona- 
do por la ecuacion vectorial : • 

JF.dt = m ( V 2 -V 1 )cuya componente escalar en la direccion 
n sera: 

/F n .dt = m( Vz - Vi) n [l] 

•donde segun el grdfico' se deduce: 

T + f - W Sen. 30* = constante. 



Fa 

Sustituyendo los valores numericos : 

Fa i= 2,500 

Luego segun [i] 



920 1 

Finalmente se deduce-. 



420 

[o - (- V)] 



4,000(_lj= 920 Lb. 
4,000 



= 1.08 stg. 
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Resp. 



203.— Dos bolas iguales dc acero estdn 
unidas como se muestra cn el grafico por 
una barra rfgida dc peso desprecir.ble, y se 
dejan caer desde el reposo en posicion ho- 
rizontal a una altura de 6 Pulg. sobre dos 
masas pesadas de acero y laton. Si el coe- 
ficiente de resiituci6n para la bola y la 
masa de- laton es 0.4 y para la otra bola 
y la masa de accro.es 0.6, calcular la ve- 
locidad angular U de la barra inmediata- 
mente despues del rcbote. Suponer que 
ambos impactos son simultaneos. 

SOLUCION: 




Segun el grafico y considerando nue © y ® parten del reposo : 
V = 0 ' h=6 

Luego : 

Va = Vb = V 2 +2gh=0+12g 

VA=Va = Vl2g~ mig./ses 0 

Siendo Va y Vb velocidades antes del cheque . 

Adema'sjcomo las masas de acero y laton son bastanfe pesadas, no se 
conserva lacantidad de movimiento,- luego : 

Vi=V,^0 v 2 = vi = o © 

Los coeficientes de restitucio'n exigidos sera'n: 
e aeoro _ vI-Vb 

e,..<„ "® 
Vi-Va 

Reemplazando © y © en @ tenemos : 
v V<l = e a V B 

V A = e,V A 

Reemplazando valores: 

Vb = 0.6 Vl2g" • ® 

Va = 0.4 Vl2g~ © 

El movimiento de @y(§) despues del choque esta relacionado por la 

ecuacidn ; 

Vb^Va + Vb£ 
Reemplazando ® y (v) tenemos : 

0.6 Vl2g = 0.4 Vl2g"+ w AB (24 ) 
Luego: ^ 0.2 VT2g~ donde g= 22.2 x 12 P uig/ seg * 

AB 24 
Finalmente: - n r,7 

W AB - rnd./SeB 

Resp 
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204.— Dcsdc un punto A situado a una 
distancia r 0 del eje central vertical mostra- 
• do en el grafico, se lanza una particula con 
velocidad inicial V„ tangente al borde ho- 
rizontal de un cuenco'liso. Al deslizar la 
particula pasa por el punto B situado a 
Tina distancia h por debajo de A y a una 
disiancia r del eje central. Calcular e! aru 
gulo 8 formado por su velocidad (V B ) en 
cste instante, con la tangente horizontal a 
la superficie del cuenco en el punto B.. 

SOLUCION: 




En e! diagroma se observa que Vo Y V, tienen direcciones o puesfas 
La suma de momentos cinetlcos respecto a O se'rd: 



{xh 0 = 0} r G x mV 0 - "r x mVi = 0 ft] 

Considerando que: r D 1 V 0 y r 1 V } y segun la ecuacion |- 

r 0 mV 0 Sen. 90° - rmVf Sen. 90° = 0 — »- Vj =. r 0 V 0 /r (A) 
Por conservacion de ensrgfa: { A.T = A V } Por tanto: 



-V c 2 }= mgh — V B = l/Vo 2 + 2gh 



•(B) 

Ademas. segun el grafico: V, . = V B Cos. 9 —+ Cos. B = \J 1 /\J B (Q 
Susfifuyendo (A) y ( B ) en la ecuacion C se obtiene: 

r 0 V 0 



Cos; Q 



46 Lb., v la esfera B de radio 2 Pul|. pesa 
a in \JL T bas sc dcs P^zan inicialmente 
vc or h ^c • V^' 0 ™ 5 paralelas con las 

\ clo ^ lda , dcs respective inmediata- 
mente despues del cheque, despreciando el 
rozamiento. El coeficTcnte de ? restitucidn 




SOLUCrON: 

>or geomeMa d e | a , esfer, 3 hcllamos e | dngulo 8. el cual Se fcrma 
por la recta, que une los confides d= las esferas.y. el e ie de des- 
plazamiento antes del choque: 

Luego: c n 3 

Sen. 9 = j==0-d i Cos.0-= -| s=- 0.8 
Aplicando la ecuacipn de conservqcfon de cantidcd de- movimiento 
entre las esferas en la. direccion n: 

A Gn = 0 >Gn= G' n 

Por fanto : 

m 2 V; Cos.8 2 +m,V 1 1 Sen.8 1 = m,V t Cos8 -m 2 V 2 Cos 6 
Reemplazando. valores . numericos: 

8 Vi. Cos. 0 2 + 46 v/SenQ^ 0.8 [46(4) -8 (12)] ■ 

>V 2 f . Co$8 z + 5,75 V/SenS, s . 8.8 ~ 

•Segun el grdfico el coeficiente de restitution «tfl : dado>po& 

0.4- s Vt CosS^- y;sen8 4 

Vz Cos. 8 + V, CTbSe'er - ■ 

Reemplazando valores en el denominador y simplificandoj 

V£Cos.8 2 - V/Sen.9, = 5 .12.- M 

Apficando la ecuacion de .conservacion de cantidad -da movimiento pa- 
ra cada esfera en la direccion tangencial,. considerando qua las fue/ r 
aas da ccnfacfo o de cheque _no tienen components en esta direccion: 
Luego:; V,Ser.8 = v/Cos-Q, = 4 [ 0 . 6 J 

Simplificandp V/Co $ 0 tS! 2.4 [ In ] 

V 2 1 Sen Q z =z 7.2 [P/j 

Por reduccion eliminamos el Cos. de la ecuaciones 1 y II y dividiendo 
dicho resultado por la ecuacion 111 se deduce:-. 

tg8,= 0.227 ^Q^ U.Q 0 ' Resp. 

Similarmente eliminamos e! Sen dp In* • 1 11 i 

• ae ,as ecuacianes- 1 y II y diYidjendo 
ei resultado por ia ecuacion IV se obfiene: 

p . n . : , Cotg.9 2 = 0.7026—**- 9 2 =51.6° - R esj >. 

Fmalmente reea azandr. a w a 1 2 - ^ 

epiazanao 9, y 9 2 en las ecuaaones III y IV se-abtiene: 

Vt = 2.467 pi«/g« 8 

W = 9.169 - R€Sp - 
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208. — El instrumento mostrado cs usado 
para medir la calidad do bolas do acoro. 
La barra A se fija en el punto mas alto de 
la trayectoria sepuida por las bolas des- 
pues del rebote producido cuando so suel- 
tan desdo una altura H = 36 pulg. sobre la 
plancha pesada inclinada y tambien de ace- 
ro. Ubicar la posici6n de la barra A espc- 
cificando h y s, tal que las bolas cuyo coe- 
ficiente de restitucion al rebote sea menor 
a 0.7 se eliminen. Despreciar la friccidn du- 
rante el impacto. 

SOLUCION: 




U velacidad antes del cheque estard regida par | a ecuacidn de caida 

U* = Ul + 2gh = 0 + 2(32.2)(3) fc u = 13.9 

Descompon.endo U e n las direcciones n,t: 

U, = U-Sen.lO°= n.gsen.w = 2 .4! ^ 

U n = U.Cos.10° = 13.9Cos.io° »u» - n , , 

' Tal como i.ustra el grdfico la componente vectoria, ^leb Tplono 
mclmado no van'a por ser la cara |i sa : 

Ut = Uj =2.41 plcB/Seg 

Ademds la componente vertical al piano inclinado acfua sobre Dn 
de masa infinite (Estd cn confacto con el suelo) en co rp ° 
se conserve la cantidad de movimiente. El coeficiente dT^T ^ 
se regird por la ecuacio'n : r esfifucion 



Un ■= -eu n = -0.7(13.7) — U n = 9.58t (B 



U n ~ 0 

Segun el grdfico: las proyecciones Vy, Vx pertenecen n l < 
inicial d* In tr^,„-: r ... X ' P erten ecen a | vector velocidad 



inicial de la trayecroria parabdlica mostrada. 



Por fanto segun (A) y (B); 



Para 



Vy = U n Cos.10° = 9.58 Cos. 10° 
V x = U T t Cos.10° = 2.41 Cos.10° 
n rnax. — " Vy = 0 , luego : |"v^l 



h = JLidL 



= 9.4 pies/scir. 
= 2.37 Ples/Seg. 

- 2gh 

1.37 pies 



2(32.2) 

Ademcs el tiempo en el cual la bola recorre h « 

■ do al recorrer s. • ° rre h es c °mun al emplea 

Por tanto: q - U f " 



S = v x t 



V v t 



D 
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Reomplazando volores en (D) se obtiene la ecuocio'n • 

16. U z - 9.4t-1.37 = 0 h t _ ' 

Luego segun (C ) S = 2.37(0.65) „ s Z "* 

' * 9 - 1.0 4 pics 

Resp 

«rf?J^Ri m< ^ t, ? r que Ia P^dida de encr- 
gta debido a l choque central dirccto de las 

masas ra, y m 2 cuyas vclocidadcs antes del „ * 

choquc son V, y V 2 dirigidas en la misma V ° ; 

direccion y acercandose en sentidos opues^ — I 1 ' 

tos; esta definida por kvecuacion: n *« / I KJ~ 

A E : (V, + V 2 )2, siendo 



2 m, — m 2 ✓ NL— 

e el coeficiente de rcstitucion para estas ^ (" " X^^ 

condicioncs particulates del choque en la 
cual se desprecia la energi'a interna de vi- 
bracion. '""""\ 



! 



Nota.— La perdida de energi'a esta en fun- V ' t 

aon de la velocidad relativa de choque 

v i + V 2 ,en consecuencia: el centro de 
gravedad del sistema puedc considcrarse en 
rcposo cumplicndose la relacidn: m V = 

m-V ' 1 

a a* SOLUCION: 

Por conservadon do energfa segun el grafico se observa: • 

Donde Perdida de energfa devido a! choque centra! direc- 

Luego: - r 

Ae = - [ m ,v, + - X [ mAV ;f + wtf] q 

Segun e! grafico el coeficiente de reslitucion estara definido 

• e = s • ® 

Ademas por condicion del problems: 

a) V, = b) v , a m, y , 

m -i s ~ y 

* De ,a ecuacion n deducimos: 
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Reemplazando (ill - b) 
Simpiificando ; 

Sustituyenclo esfe valor en la ecuacion HL- b : 
Reemplazando DZ y £ en el segundo sumando. do .Q] 
Simpiificando: 

J 2t*» + ,m 2 ) ".W 

Reemplazando [ill -a] on. el primer sumando de , a ecuacian ■ 

"i'N + m >4= *H(ft>)**if] 

T [ m ' v - + m ' v ^]= y n>,v a (v, + v a >. ® 

Ademas si surnames y restamos m,V 2 en H-a tenemos: 
Foetorizando: 

v » = © 

Reemplazando VIII en la ecuacion VII hallamos: 

\ r«,y» * m! v 2 2 i = ± m , m , (v - + y^ 2 ; (ft) 

Finalmente reemplazamos VI IX en I hallamos : 

2 m 1 + m 2 1 r 
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rd0 x 

FUERZAS CENTRALES ^ s 

" ' d9 \ 

■o 

Uyea da< Kmar . agina m 

lo.-Uyda la6rbitaellp.ica para el mavimlento p.anetario. , v « ,, 0 »— 

■"tatSLV" 6rbi,a ' hm ° dre « «**• en r;r 

(Ver problema 151). y K + H - 

SOLUCION: 
La ecuadon enunciada es 




V 2 s 



2 ^U ; '7 - fa) M 

rr,at!i^ p-^--o.o. aea . que . no ,^ 

consecuencia para cual qu ier punto de la IrayectonW cumpl.rd: 

a = r := r + h (2) 
Dorrd e a s Eje menor da la orbita elfptica 

r = Distancia del centra de la Tierra al Satelite. 
R = Radio de !a Tierra. 

H = Distancia de la superficie de la'Tlerra al Satelite 
Keemplazando a = ren la ecuaci6n [A] 

V 2 = 2g.R2/' 1 „ X\ fa- 

M ■ .HiJ — V * r^T ^ (3) 

Sustituyendo la ecuacion (2) en (3)\„ u,« 
. velocidad de un satelite en orbita ci cu |a a ' ° V 

que'fu* demostrada en problema 15 , " ,Q misma 



/R + H L.q.q.d. 
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*n— El propulsor dc un cohcte, que des- 
cribe una orbua circular al rededor de a 
Tierra a una altura H; se activa tal que pro - 
porciona al cohete un aumcnto bn sco de 
velocidad. Determinar la veiocidad dcesS 
irestre"*"* ^ VCnCcr la influencia te- 

SOLUCION: 

Ei satelite vencerd la fuerza de afraccion de . la Tierra, cuando 
una trayectoria parabolica o hiperbolica ( EHo se demuestra ). 
Suponiendo parabolica se afirma: 

e== exenfricidad = 1 

Antes y en el instante de iniciar dicha trayectoria sTafirma: 
. r s R+H = consfante 

v= Vi„ici 0 , = r 8 r_vjzr"~ 

0=0 Cos. 0 = 1 ~~~ 

En ef problema 150 se demosfro: 
C« r 2 0 

JL— J£H 

r C 2 

• CD 
e ~ KM 

Y en ei problema 149 se demosfro: 

; KM = -gR* 

Sequn las afirmaciones II, ||| y y se deduce: 
c = r (r§) = rv == (R -t- H) V 

Y segtin las afirmaciones IV y VI se obfiene: 

D== l_ KM 

r C 2 ----- [Bj 

SusfUuyendo las ecuaciones: I, II, VIII, A y B en ( V |f) se deduce: 

e= JR^-H) 2 V^_ f__J gR . , 



+ D. Cos. 9 



(Ecuac:6n 3) 
(Ecuador! G) 
(Ecjacidn I) 



-d] 

Ml 
[in] 

[IV] 

[V] 
[VI] 



[VII] 

[Viii] 

: [A] 



Despeiahdo V se obtiene: 



V R4-H 
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SOLUCION: 

Puesto que la unica fuerza que actua es la gravitaforia debido a su 
masa; el sistema es conservafivo. Por tanto" 

AV-h AT= 0 . [iJ 

Cdlculo de la energfa cinetica: 

t I . 

1 — t m (v 2 — va^ i 

Z V ° } S,en ^O: V = V.loCdad „ Wfl ! qu ,. r ifufant- . rjj, 

Por definician de energfa polencial: 

-v.-v.,-/, Jr ._ J r , f „ r 

donde F r = Fuerza radial gravitaforia 
p _ K m M 

. hf 

Pero segun el problema 149 : KM = g R* 

Por tanto: p = J^£fV\ 

Sustituyendo este valor en la ecuacion fAU :»i -i 
Unites: r„ = R +- H ; r = r Se * 

SosHtuyendo las ecuaciones II y III en (I) se obtiene 



R + H 



Uespeiando V* se deduce: 

. V^=v 2 +2gR 2 f-1 LI 

L r R-hHj Resp. 
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235.— Cada. partfcula de masa m s e - des- 
plaza con fncci6n despreciable a Io Iar^o 
au las ranuras circulares del disco mostfa- 
tlo, el dial esta rotando en un piano hori- 
zontal cod velocidad angular constant.- Oj 
Deducir una expresidn para la fuerza F eier- 
ada por la 1 ranura sobra una particula en 
tuncion de* 9, suponiendo que cada partf 
cula parte del'reposo en 9 = 0. Para estas 
condicioncs. calcular tambien la velocidad 
U der-la-partfcula rehtfva- a la ranora justo 
antes de abandonarla. 

SOLUCION: 

La aceleraclon fatal de P estd definida par la ecuacion 

tip = -Q 0 ,+ a r x( C3 x p ) + cjx g •+ 2u<xV r Q] 

Cuyos ferminos se deducen iUn«NK temo en problems dntfericrej, 

[A] . Q 0 = x b + « xCcjx b) = o - co 2 .be n = 

H ^ .. -co 2 i>( sen.eet + ^03. ee n > 

[B] a r = 0xp -G 2 p =Gbe t +Q\e n 

[C] wx(uxp) = -co 2 p = bco 2 e n 

[D] .2 cox V r = 2(-cuK>. x (8be t )= -2co8be n 
Sustifuyendo las ecuaciones A; B, Cy D en I se obttetre: 

Op = C 0b - co*b Sen.8)e t + (9 2 b -co*b Cos.0 + co 2 b -2coQb)e n 
Apllcando la ecuacion del movimiento en ambas componentes: Cf> e „ . 
"SF n = mCl n — > F =m(e 2 b -co 2 b Cos.9 +co 2 b - 2cj9b) [ n J 

ZF t = ma t — 0 = m(9b -co z b Sen.0 ) . Q = co 2 Sen.9 till] 

Sabemos que 9 estd relacionada con 0 por la ecuacion : 9. d8 =: 9. d8 

V segunlll. = ^jf^en. 8.(16 

Jo . Jo 

c 9 2 = 2Co 2 (1- Cos.9)—* 9 = 2 CO. Sen. (Q/2) [IV] 

Sustifuyendo ia ecuacion IV en II se obtiene: 

' . F = mwb[l - Cos. 9 + 4 Sen. 2 9/2 - 4 Sen.' 0/2] 



(1 - Cos. 0) = 2. Sen.29/2 

F = 2m b co 3 Sen. 9/2 [3 . Sen. 9/2 - 2] 



Resp. 



La velocidad relative de la particuia en el instate q U e sale de la 
ranura es'. 

Se 9 0n IV : Vf . 6 b = 2btJ Sen.S/a , do „de: g = ^ 

V r = 2 b^.Se„.T, /4 — . Vr = bcoVJ R«p. 

236.— Dcsde una altura h se suclta una 
particula situada a una latitud Norte. 8" p 
Deducir una expresion para la distancia s, /! 
comprendida entre el punto que proyecta ■ 4 r-* ' *! 
sobre el suelo al soltarse y el punto en < Lste J u 
que la particula toca el suelo. La resisten- / 
cia del aire y el cuadrado de la velocidad S \ 
angular de la Tierra (Co) son despreciables. 

SOLUCION: 

Como la partfcula se holla proximo a la Tierra la ecuacion de la 
aceleraaon relativa de P estard definida par: 

ap = ao + u X p + 0 x[Dx( R + p )] + ^ 2UX Vr 

w x p - o < , cj - constante, 

Puesto que p es pequemsimo respecto o R (Radio de la Tierra) se .afirma: 
C R + 9) R 

Por tanto: 

Wx[ux(R + p)]^ux[€OxRj^p Puesto que estd en 
funcionde co> cuyo valor despreciomos par condicion del problema. 

Q 0 = 0 No se considera la Traslacion de la Tierra. 
Sngun el grdfico: 

co f Sen.yK - C os. yi ,1 

P = X + Y + 2 J 

Derivando p = X + Y + Z 

-? = .X + Y + 2 
Puesto que; V r = (3 

La ecuacion de la aceleracion de Coriolis serd: 



2CJX V $ = 2co[Sen.yK- Cos. yUjkfXJ + y J+ £ K ]- 

Ademds , la ecuacion del movimiento en P ss: 
XF = mQ p 
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..(B) 



sS^;:^ - ■ r» + * + » ♦ P ♦ 

D , 9 = -gK - 2o x p 

Keemplazando A y B 

.. , - v Cos. y K] 

^+rJ + zK= 2CJ f Seny . 1 _ 2cjf , Seny+ . Co5yjj + 

[2 co y Cos. y - g J k 
Rolando m 6du,os correspond^ a la misma . 
X = 2 coy Sen. y 

Y = -ZcofxSen.y + FccZy] ' m\ 
2 = 2coYCos.v -g yj (D) 

' y (E) 

Integrahdo-las ecuaciones C y E respecfo a! Hempo : 

J* ' = * Sen - = 2lo Sen.yY + C, 

= 1 = /t 2c ° Cos.yY-g] = 2 co Cos.yY-gt + c 2 
Para las condiciones iniciales.- x a y = z - 0 

^ c,= o C2 , 0 * = * = 1 = 0 

X = 2coY Sen. y — 

Z = 2coY Cos. V» - qt ^ 

; © 

Reempiazando F y G en la ecuacion D. 

* = -2[2CO* Sen?yY+G) Cos.yC2coY Cos. r _' gt) ] 
Simplificando, considerando que: co 2 ^ o 

Y = 2GJgfc Cos. y 
fntegrando : 

Y = 2gco Cos.y /" U i = gco Cos. y. t 2 

J o 

V= 9-Co,. V /j tlat , I 9WCosytJ @ 



Ademds segun las ecuaciones (B) y [in] : 

Z = f (G3 2 ) - g t = 0 - gt 



Integrando; z = — g 



I tdt 



2Z~ 



Para la particula en mencion; {z = hj— 

Reen.plazando t en H: 

V=f gcCos. y (itj ^ 

Finalmenfe puesfo que: Y = s 



, s - 



- Co h 



\Z~-" C os. y , Hacia el Esfe. 



-™ L su v « hS^se 

condiciones calcular Ia« ™ V 1 para estas 
F v *z de It r, i componentes f x 

b^azo sobrela^anfcJla 0 ! P ° r e1 ' 

que 9 = 9Qo P ar »cula en el instante en 




SOLUCION; 



La Ec del moving P . je re laciono la aceleracion, relative 

Q A = Q 0 + 6 x r + ox[o x r ] + r + 2co x V r ... 



Analizando el grdfico se deduce : 
Aceleracidn del punfo base O. 

C*0= U) x[o X R] + gj - 



Por tanfo: 

Qo = co> R [ sen. y ; Co5 y K - Cos. 2 yj] + g J * *c#R S «. 2yfc - 

L^ 2 RCos.= y - g jj 

Ux[c>xr>co*[ SemTJ+ Co , yK ]x[( Sen.yJ+ Cos YK)x 

« x[<U x r J = b ^ 2 [ Sen.* yX + Cos^yx] = bco 2 X 

Losterminos: to x r = 0 . to = constant 

a P - 0 p = consfanfe. 

Aceieracion de Coriolis:. 

2" xVr = 2w [ Sen yj + CosyK] x [PKx(-bO] 
2 to X V r = 2C0Pb Cos. y,i 
Aceleraciorr refafiva: 

r = P xb + PX [P xb] = o + PK x[pk x( . b;l)] = p , bA 
Reuniendo terminos en la Ec. A : 

a A =[b^ +2cjPb Cos .y + ph] -co'RCo^y] J + 

§■ Rcj 2 Sen. 2yK 

Las compos.* , Q fuerza F que ^ ^ ^ ^ ^ ^ 

F x = mQ x . 
F y s mQ y 

• Reemplazando los components de Q A . 

F x = ro b [to* + P * + 2Pcj Cbs y J 
F y = «[g - Rco 2 . C os 2 y] 

C 1 2 

^2 ~ J m R^ • Sen. 2y 
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248.— Calcular la velocidad y aceleracidn 
angulares del. tambor C en el -fawtSS : eS «*> 

del tamboi A son respectivamente 4 rnd / B/^ 

Seg. y 3 rad./Seg.* ambas en sentido anti- /> 

H^ n ?n ^ C l b , fe del. tambor A esta arro- -f.£ 
Hado en el dobl e carrete B el cual gira 
sobre el arboi fijo 0 \ 

SOLUCION: 

Segun se observa en el grdfico los moduios de las 
velocidades Va y V A son iguales : 

Por lo tanto : r . , 

[ Va = V A <] _ _ 

Similarmente : r - T LIJ 

[v Q = v c ] _ : fll3 

Tomando como eje instantdneo de rotacion el eie rW i u 

y considerando los afirmaciones 1 y 11 se oblne : T" 

— ►v.-i^- rim 

10 v c - U " 

4X4 = 16 

-r* (16) = £2. Puig./sog 
° 3 





r 


. v B 

R 


^ A. - 

6 


Ademds". 








v A 






Segun m 






Vc = 



Luego observando la figura se deduce : 



v c =a c <4) 



_80 

•n c =4. 



' H c - 6.66 »-o«*/**8 



Para calcular oc c asumimo S las mismas afirmaciones antenW , 
rondo las aceleracianes tangenciales de las tambores. l7ZtT 

Na* [Qt] A , . [Q t ] B= [Qt]c 

En los punfos A y A 1 se cumple: Para lo5 . . 

q - ' , r v lQS QCe| eraaones tangenciales 

Q A . = cx A , (p A o - q _^ t2 

B . A 1 - — = 2 rad./s«g2. 

Para los punfos BvC ' , t 6 

U c = Q a = cc a (r 3 ) = 2 x 10 - on 

Por tanto segun el mismo g rd fico : ~ 

Q c =o: c (r c ) „ ^ a 2£ 
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C C = 5 rftd./3eg2, Resp. 




™?r"f ndo *, ? s P ra cticamente cero e! 

. ^ P ? r ^ del reposo con ace!erici6n 
constant* nacia la izquierda. Determinar 
la velocidad angular y aceleracion anjl ffi 
del eslabon AB en funcion de x . 

SOLUCIOM: 
Del grdfico se deduce: 

x= 2 e.cc,e > co, e = w 

De.-Jvondo: X = -sfg.Sen. 6 _ ^ 

X = - 2(6 Sen. 0 - 2f(8) 2 Cos. 9 -----""Z [ Iu ] 
Don,de: X = V A i 9 = 

" Q i 8 = cc - [IV] 

Ademds: [VcIV = Qdx] 

I™ - a f 0 " — v A =^ox ......... ;[A] 

De h Sen. S = v'T^oT^ = J, - J$ „ V^F^ [B] 

Reemplozando A, B y IV en II : 

Reemplozando I, IV, A y B en la ecuacion II , ^ 

a _ 2QX 2 + cc(4{' 2 - x 3 i % 

Luego: ■ _ - 40f 2 + OX 2 - 2QX 2 

Ut 2 - xT 2-- 

Finalmenfe: _ r „ 9 ,«t 

T 4 ^ - x 2 j 3/2 Res p- 
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250.— Para el mecanismo deslizador ma- 
nioela mostrado, determinar la velocidad 
angular y aceleracion angular de la biela 
AB enfuncionde 9,si la manibel a OBtiene 
velocidad angular constante uj en sentido 
horano. Tomese para la velocidad y ace. 
leraci6n buscadas el sentido antihorario 
como posltivo. 

SQLUCION: 



De! grdfico se deduce: 
[ ^ I 
SenT~Sen6 

Luego: 

Yj arco Se 

Derivando: 




7 CosG.e 



Finalmenfe : 



Donde 0 -uj 



n = 12... 



Cos 9 



III] 



Cdlculo de a. 

Reemplazando Sen0 en la exn»W 

obtiene: ^xpres.on anterior seguq til 

^ = -^-CosOSec. V 

Derivando QjJ 

[Cos.G.Sec.Ytg.V V-Sen.Q.Q.Sec.Y] 
Reempiazando valores y sim D !ifieanH« ^ 

que: V=Q «^P''f«cando,con5,dera„doseg6n el grdfico 

se" deduce : 



™^~ EI e ^ Iabon OA mostrado K ira en 
scnttdo annhorado cun velocidad SuHr 
constantc 8. Dcierminar la cxprcsiSS dc 

SQLUCION: 

Observando lo figuro se deduce: 

Y s r Cos. Q . ^ 

ig. p - 1 x _ r. S en, f 



d-y 



Derivando I : 

p. Sec.'p 

"Reempiazando : 
Se afirmo-. 




d- r Cos. 9 



[d-rCos. elrebose-r^ g^d Sen g ] 
[d - r Cos. e] 2 " ' 



dr9 Cos, 9 - r 2 6 
[d- r Cos. G] 2 



rQ[d Cos. 9 - rl 
[d ~ P Cos. e] 2 



© = W fdato] 

3 = il AC [Ver graficoJ. 



n 



AC 



= rCJ [ d Cos. 9 - r] 



Sec. 2 p( d - r Cos. G] 2 
Considerando la ecuacian I se deduce; 

Sec 2 3 = i +tg. a p = 1 + r-JLSen^G] : 
L d - r Cos. Gj 



Sec 2 p - d'- 2rd C Q8.9 4-T* Hn e 



[d - r Cos. 9J 2 

Sec 2 p = d 2 - 2rd Cos._Q jMr^ 

[d - r Cos. 6] 2 

Finalmenfe reemplazando la ecuacian Hi en „ y Simplified, 
[d - p Cos. Q] 2 se obfiene: 



n AC = -^os^j__ 

d 2 - 2dr.Cos. 9 + r 2 



Resp, 
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SOLUCION: 



E n !a figura se observa; 

Y =2f . Sen.8 

Derivando: 

Y = 2{ . Cos. 0.9 

Y = 2f[8Cos.0. 
Ademas en la mi 5ma figura: 

X a I , Cos.8 
Deri van do; 

x ~ ~ £ . Sen. 0.8 

X = ~f[9Sen.e + 8 2 C os.0j 

Segun el enunciado : 

c . , X r Va = constante ^ y - n 

Segun ias ecuaciones [ n .j y [A] , * ~ ° 

G 




0* Sen.8 J 



[ill] = 0 
Reemplazando en [in] : 

e = - e 2 . cote = _ ^Icos^e 

Reemplazando B v r «~ . Sen^ 
y U en la ecuacion I 



Y= - 2 r\ y* z - Cos 



Va 2 



"J 



{SeVe" 

Finalmente Considerancfo 



3 e FsTn^T 

[Cos 2 0 + Sen ^ q J 

que: Y = Q r rc . 

Tse^e f d,r '9' da hac/a el centro 3 



•[I] 



- Ql] 
• [III] 

[A] 
[BJ . 
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- 62 '7", Hallir Ia expresion de la acelen- 

m?da d l C b e r?T a inStant ^ eo C ^1 d£ que 
nicda sobre la superficie circular, siendo 
Vpla^velocidad lineal constantc do su S 



SOLUCION: 



Segun el grdfico: p= rn-R ( P=re 
Ademds; C pertenece al disco movil A. 

n 1 -l r- 




Por tanto : 



D pertenece al cuerpo fijo B. 



0 -f 0 »- V c = 0 [centro insfanfdnao] 

O-^AKxC-re^V^ co A . r [j] 



V c = V D + Vc/ D 

Puesto que se ha deducido que C es / re " J ^ Vp = "a- r 

la aceleracian fangencial de dicho punL Z T * r ° fQCl6n 

a c= [a c ] n + [ ac ]t PUnf ° ser ^- O sea: 

Las aceleraciones de P y f e-trin M l • *" = ^ " ^ 

/ C e.tan relaaonadas por | a ecuaci6n: 

a p - ac + a p / e ^ r a -I r 

Y segun la afirmacion ( A) : "J L3pJ " ~ [3p / c ] n 

oceleroclon normal de; $eg6n |a eeuoc * " N -fV.]. iq 

[■-]. = _^L .„ _ _vL 

Y la oceleracion normal de P respecta a + C serd: (Ver grd ^ 

[a,,,] . = en 

Sustitayendo |„ S ecuociones II y III en (C) se cbliene: 

I r -i-R ~Tj H " — a = = -V„ Gn . 

Segun se observe en el qrdfico .1 • ' r V"-*) " 

oceleracion de C se ding, de C ^ VT° <>ue >o 

Por lo tanto el modulo sera: ' " ' 6n,ro del d '^o movil} 

En funcibn de lo velocidod o„ 9u , ar de , ^ = ^ ^ 
quedard expresada por: ' 9U ' 1 a ecua ci6n ( j ) . 



- fir] 
fin] 
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259.— Hacicmo un analisis grafico de la 
vdocidad rulauva. calcular la lelocidad an- 
8" ,a f r 'a J?arra dclgada en la posicSn 
musirada sabicndo que: 8 = 30" V - 4 
P.cs/Scg. y r = 8 Pulg. r ~ 

SOLUCION: 

Metodo d. centre |„s« an tt„.o d. rotac^TCoTe* V.lociL 

Vor calculos geometneos se deduce; AO = 1 6 V5" 

Se observe que el centra Instanloneo de rolacion es O. Per fanto: 




AO OB 



AO 



• 4 * 12 
I6VT 



Ku* VT rad / Seg. R es p. 



I- 1 2 ?f.T Dcterminar , ,a velocidad angular y 
P'tJ en e! instante mostrado. Las velocida 
des angular do los eslabones de entrada 
> sahda so mdican en el grafico. 

SOLUCION; 

Por condiciones ~ li ' t* — '* 




f> = AB = 9,1 +6J 



^2 2K mtf./seg (Consfonfe ) 

j = _P_ + 6J 



s <34. + 2J)//i3 



Ve ' OCldQd - Obsoiutos de A y B rp , 
V A = cox r - ^Pecf.va menfe SOn; 

V s = io 2 x r 2 = - 2K K (-3A) = s J p wlB . /See 
fc**»0 que . el vecfoi p ( Ab i _ . 

H P y A + V A0 X p + p| 

S»«muyendo valores SP obl.ene 

— 123 — 



[AJ 



Comparand rm dulos de compon eB t eS igucles se deduce. 

° =^-sQ JB + 3p/ v ^ _ -Sp/v^ +12 « Aa - 24=0 

Resolv.endo estctt ecucciones se obiiene: 



• 6.73 Puls./Seg 



Q Aa = i.oa m,.s« 

Per .fa cte de t™ ' ' ° 9re r nd0 ' a aC8lerQd6n de CW* 
relate de A y B ? P * ° bBena ' Q eCUaci °" de -eleracices 



Ob =a A + Ka3 x e -n; ep + p + 2 Q Ao X p [B] 

Donde segun e , g rdRc0 y dafos Je 

ab P = - ( 1 . 0 8 ) ( g ,( i c i . ■ J 

•:. ^ ' 1*4 + 6J) = - 10.5/1 - 7J [VI] • 

P = P C3 4. + -2J)/VT3 = 3-. /v ^- 

2 ^x p = 2Cl .o 8 )K,(- 6 . 7 3 )a , l + 2J)/ ^ = 

S-Hteyendo las ecuociones III. IV, V VI W^i" ' 2 '' 5 J fVlII J 
term.nos se deduce: '™ y Vl " en ( B ) Y orrfenondo 

,a=c8 - o8+3 p/v".-io.5- SoCAaU - ( „. IS _ 2?/VB> 



' - *OC AB + 48 

Comparondo modulos de Ids r. 

19 «' .., if - Ponentes x e y se deduce: 

12 = 8.08 + 3 p / VTJ - 10.5 -6rr <s"/7T- 

.0 =12,5 - 2?M 3 + 55 _ 9cCaq _. 6 . y ^ _ 2 flM4s 
Resolvendo estas ecuaciones se obfiene" 



7 ~ 9 OC AB + 48) J 

84 = 0 



CC A3 =4.42 rad.segL.. Resp. 

SeofWo antihorario 




SOLUCION: 

Del diagrama se deduce: 

CB/ Sen. 90° = 5/ Sen. 60* ^ , - 

CB.Sen.3Q. = c / = ' PUl - 

CeSCe0tr0 ^^ ^ 
^ V A = (2^)5^1/3 — * w . 10 

U 3 = Q A + cc Aa x AB - O 2 AB n , 

a a _ r c w 9A " AB Donde; - [IJ 

f V 8 es consfante) ' 



(A) 

(B) 
(C) 

(D) 



a* = ^xOA^; A o A;a l Kx(y ,. JMte 



<* AB x AB = cc AB K 



2 

5VJ 



^3 J ' + 



" -BA = C2VJ} 2 . |( - /t _ u- 
c • J J -30U + \/T n 

Sustiluyendo las ecuaciones A, B, C D en frl kl . 

<X °^ 25V5 + (S V5/2)cr A9+ 30j j + 
l\ffa: 0A + 25 - (5/2)cCa8 + , 

VToc 0A+ 25 - (5/2)cCAfl + 3Q ^ = o 



Resolviendo estas 2 ecuaciones se obfiene: 



OC Ap - 10 rad./Seg2. 



268— La hoja cortante de la sierra rr.e- 
canica mostrada ssta montada en una ar- 
madura que deshza a Io largo de b 'ruIo 
horizontal. S! d motor hace girar al vo- 
i '! in ^V 1 ^»y docidad angular constante Co • 
de 60 R.P.M. en sentido antihorario cal- 
- -Sn- n ? Ce craci6n *e la hoja cuando 8 
- 90 . Calcular tambien la acoleracion an- 
gular correspondiente do la barra de tras- 
rnision AB.' 

SOLUCION: 
Por condiciones del problema: q = gQ0 
Ademas; V B = GJ r = 2rr(4) 




» ^ = &0(2rr/60) = 2-W. Se; 
Se observa en el diagroma que el cenfro i , 

veiocidades estd en e! punlo C . P 0 r | 0 tanto" ' ane ° ° P ol ° de 
V R 

_ 7t7 



O - 4r{ r i 



Las acelerociones de A y B esldn rdocionodo, par | 0 e ^cl6a- 

a A ,a 8 ,a A/B = Qa *Q 8aXBA + q ba u q^ xBA) (A) 

P-esto que O es Fife y u constante se aflrma: { & = Q } 

a 9 = a +a„ =< o - w * r = -(2n) 2 (- 4 A) = 16 r,u fn] 

^A--a A x . R flA = a QA K j BA = -(2V77A + 4J) rin] 

f? 9A x((? 8A xBA),-^ A .BA [ (? QA I BA ] [IVj 
Sushtuyendo las ecuaciones I , II, || lJV , en A se obiiene: 
-0 A i = 16 nU - oc 8A K x( zVTJi + 4 J) + 

Hn/Vr?) 2 UVrFl + 4J) 
. -a A A =(16^ + 4cc 8A+ 3^/V77)l H-(6W/77 -2oc 8A V^)J 
Igualando modules correspondientes a la misma direccion : 

-Q A = -isrr 2 + 4oc 3A + 32ff 2 /v7F 

0 = 64rfV77 - 2cC flA v77 (2) 
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Desorrollondo el s!stema 1 y 2 se 

Q A = ~ 195 . 87 Pulg./ S e g 2. >» - Q 



15.32 Ples/Ses2. 
0.4 67 rad./SeK2. 



Resp, 



de las mJteSsV ^^T-A d ^ te 
tieae una vclocidad de 4 n • - " barra EG 

locidad de frotamiento 'de A 3 ve " - 

cambio en unidad de ti?Z ' a raz6n de 
Jocidad y lac iSrfSli ' empo de d 'cha ve- 
loc eslabones DP y DO 0 " 6 " an ^ Iar « de 
SOLUCION: 

Por condiclon del proble 

~ 4 X ples/Seg 
C! 0 = 6 A p!es/Scg2. 

Elcenfro instantdneo; P o!o de 




y segun la ley de senos : J 



__12____ 5 Sen. (3 = 0.294 

Sen. 45 ~~ c 7T ^ i 

Sen. (3 . Cos. (3= 0.955 



develocidadesdeOyDesC. L ueqo 
ii ... CO CD jOD y AO €A00l 

CO = 4.S24 Pu lf? 

CD a 3.69 Pui ff . 
Por fanfo: ft A0 = V 0 / C 0 = 4(125/4.624 



10.33 , 



Pero: 



V d ~ f? A0 -CD = 10.33(3.69) * 

v D - 0 PD . D p= | 2 Q DD 



V 0 = 38.4 



-Gnna: 



Las velocidades deOvA^- . ■ 

e °yAesfanrelaaonadaspor | a ecuacion . 



: 4A 



+ 10. 38 K x - i. i , 

I 12 jJ = (4 + 5.19) A 

V A = 9.19 pJe a/3eg 
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Las aceleraciones de O y D estdn relacionadas por lo ecuacion: 

[ Q Q0 i od] 

Dando Valores: Q 0 = 6 A + ft^K xT^CoMSA + ' 



— ( 10-38) 4 |^ (Cos. 45,1 + Sen.45j)J 

Cl] °° = "(25.62 + 0.295Q 0D )A +(0.2950 00 - 31.62) J 

Ademds ofro valor de a o se deduce respecto al punfo P. O sea : 

a D = a t + a n =o poX PD _ Q 2 poPD 

Oo= OpoK x[j|(Sen.(3J - Cos 01)]- 
- ( 3 -2) 2 [j|( Sen.(3J -Cos.p.l)] 



Dando Valores; 



M 0 D = [9.75 - 0.294 Q pD ] A - [3.02 4- 0.955 Q po ] J 

fgualondo modulos de ias direcciones x, y, z e n [ [| 

- 25.S2 - 0.295fi 0D = 9.75 - 0.2*4 Qpo 

- 31.62 4-0.295Qod ="3.02 - 0.955^ po 

De estas ecuaciones se obtiene: Q 0D = ft 0A s - 68.6 naj9tgtm 
Las aceleraciones de O y A estdn relacionadas por la ecuacion; 

a A = a 0 4-a A/0 = a,i + Q 0A x0A -ft 0A 0A = , 

6 A +68.6K y[-~)j 4-(l0.38) 2 (^J J 

Q A = -28.3/1 4- 53.5 J * 0 y = 53.5 P ie 3 se K2 . 

Qx = -28.3 piM,sc K 2. 

Resp. 
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SOLUCION: 



Considerando que O y C son „ I 
8. = 10 = ^os — V A == i Vs = ± C2 Xl2) B 




19-2 Pul^eg 

./seg | constcmte J (I) 
= 1.6 



12 ~ 1,6 ***^*«-— (II) 
Se CUm -P'e la ecuaclon: 



0 

"os - V s / 10 - 2 X 12/10 = 2 4 

^2 9 ~ "ba - Q BA B Q ca B 

ParQ e ' mov '^^nro de B relative a A 

Q a = a A + a B/A ( donde seg . n | y jj . 

Q A = Q t + a n = o -q 2 oa - / r. (A; 
a -^xc3^ CB cB^ C3KxC . gJ) . CK6)2( _ 9j) = 

9 ^cai + 23.04 J Puieysegz 

Qb /a = ^eXAB-fi A 2 8 AB =cc AgK x(-i24. - 9 J ) - 
0.6)*(-i2i - 3. J) 

CU A =C9<X AB + 30.72, *-(l 2aAB - 23 . 04)J ^ 

Sus illuyen do en la ec„aci6n A ,„ valores deduddoj! 

9 "cb* + 23.04 J = C9cr + m 7 o 

^°Cab + 30.72 - 46.08)4, - ."' 

23.04 . -12cc AB + 23.04 . Q _ _ 

9 ^CB = 9<X Aa - 15.36 



= 1.71 



{senfida entfhorario) Resp. 



273.— Ei mecanismo mostrado acciona la 
cmta .perforate F mediame la barra de 
concx.on DAB aue a su vez es imoulsada 
por el cslabon OB, el cual gg, S£ vdo 
ciMJtl angular constante <U V>0 R P \t 
sentido horario. La trayectoria do la 'una 
E esta rcprescntada por l u Hnca de tra 
zos Para el instante representado calcu- 
Jar la ace!eraci6n de D para el rual los 
eslabones CA y OB son horizontales 

SOLUCION: 



Por rransformacion se obtiene : N =120 




rad./sei; 



Los velocidades de A y B esldn reiacionadas' por la ecuacion: 
m V A = V 3 + V A/B Donde: 

V A =-V A J 

V B = N x OB = - 4tr K x 2A = -8rt J 
Yy B = ^ba X 8 A = Q BA K X C2V?5J-2A) 

= - HflA-f 2 j+2V r iTi] 

Susfifuyendo los vaiores deducidos, en la ecuacion I : 

-v A j = — 2VT5 Q 8A /t - (6rt + 2 Q 9A )j 

Igualando modulos correspondientes a la misma direccion: 

0 - -2vT5« 8A ; n BA = 0 ^ 

Va = 8n + 2 ^ * V A = 8ft pu,, /3es 

Pero: V A » Q C -CA = sQ CA , . s an/5 ^ 

'Cdlculo.de cc AB = oc AO a partir de la ecuacion: 
Cll] Q * = 0U * 0 A/8 = 0 B ♦ cc Ba x BA - Q BA -B A 
donde: a B = W x OB - N 2 06 = o -(4rr) 2 2 ,l = 

-32^ A, *ui s . /5es2 . (N = consfante) 
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5 Oca J - 12.8rT 2 ,l r U i, /SeK ,. 
c . "ba-OA - 0 fEcuacion [A] ) 

U5, " u> ;t e ; ,Qe -f n " 

5 ^ CA J -l2'.err 2 A = -2a;- T Wm/K 



* £c * ~ ~ 20C 8A 



~ 12.8fT 2 = -2^50:3^ - 32it2 / cc BA = - 2AA rad/scg2 

LU69 ° °° S& ° P-* lo ecuaci6n; 

°0 = VC73.2] 2 + f 3l . 5 ] 2 - 



a 0 



79.9 Pu! tf ./Sc B 2. 



f/a aniba ?e 4 D £« Un , a ,^!craci6n ha- 
AC en el ins t ant/ oa 2 ' | aC10r ] , an « L,,ar ^ 

«novta,f ento kJKTW^vo™ 



del 



SOLUCION; 




La velocidad vertical de C es , auc ! n v 
derando ademds que P e ^ J » ' COfl3ecuenc ^ consi- 

^ es cenlro mslantaneo de V A y V c 3e afirma- 



PC *" p A 



PA 



La aceleracion de A ra«i*r»„ r 



[i] a 



do + a 



' A /c 



Otc + oc xCA -n' CA c A [ft CA j.CA] 
Danxie: Q c = Q c j = 4 x 12 J Pu ,, /StE2 

« X CA = ocKxi2(Sen.30J - Cos. 30 A) 

J Puig./Seg2. 

-ttc-CA. -( 2 .3 1 /Cia)(.Se„.30J-Co,.30„ = ■ 

s — 0 en , a ecuacion a) (os valore8 d8du ; do J g: 



~Ca^ = (48 



Igualand'o modulos 
0 



5 V? 



- 3 2)J -(6oc - 3 2 yJl)A 
la direction .{ y ] da amh . J2y3)A 
ambos miembros • 

- sVTcc - 32 — . = 154 

«• - 1-54 ra4./Scg3. 



OA ticne vclocidad angular dc n /« 5 

do 12 rad./seg.2 cn sentido horario Dtti 
rnmar Para estas condiciones S vcfcSdS 
del vcrt.ee D dc la plancha cquilatcri ABD 
SOLUCION: 




CB - 3 PtjIg . \ q = 53 a'" 

r , . AD - 5( Cos. 6.8J - Sen. 6.8 A) [I] 

L es centro mstontdneo de \ as . 1 j 
^ Va o n 5 Ve,oc,dad - V A y Vi . For tanto: 

CA ' CB " = ^ AD * ao = V A /4 

Pero: V A = CJxr=4K x 3/1 = 1 2jp u . ff/SeB Q 9/ ^ 

Segun la ecuacion de velocidades relatives se aW = " ^ 

V 0 = V A ,V D/A = V A + tf A0 x AD r ml 
Sushfuyendo las ecuaaones I y II en HlH v : i:x- , 

V„ = 12 J + f iiti «, V y S,mp,mca "do se obtiene: 

V 0 - 12J +(-3K)x 5( Cos. 6.8J - Sen. 6.8 A ) S • 

Por tanto: = 12J + 44.644. + 1.77 J 



Vo|= V(M.84)' + ( 13.77 ) 2 ' Pul , /StfS 
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V D =.1.687 Ples/3e S 




dflfS^rda se Si SSpiSa S ^' ia 'l meda 
angular d e 4 rod /se? ! - 1 veI °cidad 

rio. la cual decree fr^r?™* 1 ?? an -hora- 
calcular para diSo £ e ?" "'J-'**- 2 - 

angular de la ruech J' ,"^. !a yelocldad 
eslabon de conexidn AB acrecha v del 

SOLUCION- 



Por con^o d ^ ^ 

u, t> - r, = g j + o i , , l 

:= 4! < rnd/s ^ • <z - in* 

0,A = r = fll «f- 1GK ra.i./gegj 

v : rr: ; s ve, °r es ,e,a " os * > * - 

DOnd M Vs= ^^4K X ( 6 J +2 4, S 3J-24X 
lV A/a - 9 AS x o = n AB K x(\/22U + 2 J) = 

Susfifuyendo valores v ZrA j = ^B ( V^22Tj - 2 ,U 

- Btoi - r - O ^l dencndo Aminos: 

Comparcndo modules de In, , 

0 - fl + 0 v A "-Ponenfes x e y se deduce 

U - 3 + W AB V221 

8CO = 24 + 2 fi AQ 



^A8 =- 0 538W /S e F 
^ == 2 8654 raavse. 



reSla por^S "del dc , V ,ancha P " 

tante en el cual c | 2 ah£ g nr lra eI ins ' 
la posicion 9 - 45- calculi i BC pasa por 
la plancha P caIcula r la acelcracidn 

SOLUCION: 

-Observcndo el diagram ' m deduce 
WO = 8 V2 Cos 45 = 8 Pule 

tg! 8/(40 - 8)= 0 25 * 

of"*;- 90'- -180- (45- + i4.04-)-_ 




v 4 ^ftco CD ft cc = I 716/3 V^2= 0.152 rad./Seg 

Puesto que CB es cuerpo dgido ft ca = ft C8 LuegQ 

V B = ^cd CB s 0.152(16 72")= 2.432 VT ™K./se(? (1) 

Tomando coma centra mstantdneo el punro de inrerseccion Q de las 
Drolongaciones de las rectas AO y CB se aFir 



hrma." 



ft n4 » *L - V B _ 2,432 VT 
itBA 1 24 " 2AVT ~ ~24 VT ' 
De donde >e deduce V A ^ 2 432 Pulg. Se°. 

■^BA = 0 1013 ™d/Ses 

La aceleracion de B sn coordenadas tangencial y transversa se define par. 

a B = a t + a n (3 

Donde segun deducciones anreriores. 
Qt 5 ~t~ = 0 Puesto que: V B = constanre. 

On & - C2.432 Vzf 0.72 9 ^ 

Reemplazando en (3): 

a B = o + *mi e „ „ , 

V2 e " Donde: Sen. 45' 4 - Cos. 45. j 

Luego:a„ = 0.729 / Vf ■ V2 j\ 

V2 V 2 77 - 0-3645 C ,| - j) Pu.s./s.tf. (4) 

O.ro eouooion para a , se deduce considerondo como punto base el 
m..mo que S e tamo come centro instantdneo de V A . considerondo 
edemas que: o ^ 

flo* = fl Q8 = fi p 

Por tanto: 0Cqa = ^qb = oc p 

Donde 08 Q ° + ^ [ QB 1 ~ m 

a a = - n 2 0a ( 0Q) - - ^ qqRj {q „„, ro ,__ | 

QB = 24V2( Sen. 4 5»,| - Cos. 450 j ) = 2 4U - j) 
Reemplazando en (5) 

Q 8 = "^oqRj + ccpK x 24 U --J)~(O.IOI3) 2 (24)(y| -J) 
Qb = (24 <x p - 0.245).! + (0.245 - 24oc p -Kr) J (6) 

Igualando los modulos de las components vectorial a, en las ecuaciones 

(4) y (6) se obt iene la exoresion ■ 
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• °^645 = 24 cc p - 0.245' 
Dcspejando; ocp . 
Xl8 _ , - = 0.025 r BdvSce2 . Sontido horoHo Resp> 

lante de 3/2 m d /see S?« ad angu . ,ar cons- 
'ante X = 6 j£ ~f ~ par ? e * 0 ™ is ™> ins- 
'ante). Deterfninar rlr^ c-?"^ 7 '^- (cGDS " 
2a vclocidad y ace'cSSn 1 V s - condlc,: ones . 

uuad angular de 13 A H ' y !a velo- 

SOLUCION: 
Segun condiciones del probfema: 

^oa^ 3/2 ,„«,./ Ses . teons|Qnl# j _ 
X = 6 PU i g - 

x- — 4 pwlg . / s , g . Ccenit0nf9] 

Puesfo que OA vono con s! Hemon u 

des 2 n t re A v B serd: eCUCC '° n rel ° fiva de >^dda. 

V A « y B 4. V A/R 4. u 

° Ond0 e! 9rcfico y dates: 

V, » 41 ■ 

Va - (3/2) Kx4l-6J 

b A/ 3 - 0 ba K X B A Sbndo: BA == 6 I 4- to J 
U = U e_ ^ n. , _6.L+!0J 




Ed 



Siendo: e„ ~ 



R0=mP,a2 °" d0 ~ — (,) M 

( 3 i -J- 5 J ) 



3 J « 4i- 



>< [61 + IG J]+ u • 



Igualanao components en amb<M Air*r-~u > j 

en amoas ainecaones se aeduce: 

6 = 6 0 8A + 5U/ V§4 

0 = 4- |09b, + 3U V34 

Resolvfendo las ecuaciones A v B se obriene: 



-[A] 
-[Bj 



U = 3.03 
acsle.acfon relabva U se seguirdn 

los mismos pesos do dieho problema. 
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rio^cub? B*a&5 sat yffsr r 



SOLUCION: 



Analisis del diagrama: Js^i h — -*-j_J- 

Los punfos A y B coinciden ,a! que: A f Afi y B 6 DC can y • , 
.fi|O.Entre estos 2 ounto, »„ i _,• t u c co ^ideraHdoso B 

relative U; to J ™ m d ' re "'°" *'»« ™"ura hay una velocidad 

Va = V a + V A/8 .= V B + U r_, 

donde segun !o especificado y dates del problema: " " " 

[A] y A = u QA x OA = u QA K x C - 6 J ) = gco 0V 1 pui s . /Scs 

[B] Vb =(J "XCB= 2K x(-6,l) = -12 J 

[CJ U - Ul ,donde: I = Sen. 45° A + Cos. 45° J = V2/2(X + J) 

SustHuyendoen W las ecuaciones (A)(R) y (C) Se deduce; 

S^oaA =[V2/ 2 ] Ul + [ U^2/2 - 12 ] J 
Igualando modules en amb os miembros se obHene: 

- 0 = UV2/2 - 12 _ W . 12V?Pu ,. /Se£ 
6^ 0A ' = VVz/2 _ , 

^OA" 2 rad/Seg 

r e 7 QCi6n ' * ° S ^" d ° ia Cariolis par 

eie.ro de la rotacion entre A y B se obriene: 

a A = a B + a A/B +a c = a 3 + u + a c m 

Donde segOn A, B, C y datos del problema. 

[D].- r; a A = V A =o OA xOA -g&Qa = <x GA K x(-6j)-(2) 2 C- 5 J) = 

r i . ~ 6oc oa 4 + 24 J 

ttj Q B m V B =a, oa xCB -co c 2 B CB = o -( 2 ) 2 (-6i) = 2 4i 
[co CQ = N = consfanre. ] 

[Fj-- U = ill ,= \]yf2/z{ t+ j] 
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fa-— -a e .*(^ U .attK)x«VSI = 48V aK x V?/ 2 (i + j )= 

Sujtituyendb en II | as ecuaciones 0, E, F y G : 48 < J " -0 

,3UQ ' Qnd0 "***» "^Pondienfe a la mismo direcci6n . 

6 a 0A = - 24 + 24 =U-/2 /2+48 

R«olv,endo e S las 2 ecucciones S e obtiene: 

0 = - 2 4V 2 PU „^ W! . ' = 



»d./Seg2, 



Resp. 



que rola con CvlV, • . |u c , n el di *co A 

Pasador cntra c? h hur:,ri °- s « dicho 

disco B cuandu^ 4S ™Ej ad ! aIes «M 

'ocidad angula^ y aSer^ ST n,nar . Ia ve ' 
disco B cuando 8 = 30-. an «"'ar del 




SOLUCIOM: 



trensformocion de unidades: N " 6Q( ■ 
Colcubs elemenialos- {Ver g rdfico) ^ ~ 2fT r " : 

r = 0 2 P = ' ; ' — " - 



[2.98/ Sen. 30] = [4/ Sen. cx] _ ' 8 

Refacionando oc v «i - . 00 ~ ^ 2 - 2 ° 

0 « y el ongulo de 30 3 - , Q 

V/«^» . ' 9 =17.8° 
Vec.ores unifarios- T - r 

],: c Cos - 78 * ♦ «•«■ . a952A+ 03iij 

P -<° , PO, es conrr 7 ,; 8 ' ,' ,7 ' 8,i = ^ J " 
eie% i QO , le;s; *-' ,0 **^M !P , Kpe£[0o| 



e l° fi io i a O, 5 

V P = N x r 0 = 2nK X4I 



"° ! 0m0 b °» P«nfo fiio o;,"o, S e a ;'. ,COOraenQd0S p0lor « W 



~'M37 



(in ; 



Sustiluyendo I en || ' e iguolando modules de ombos composes: 

8ft(0.952)J - 8ft(0,3in,l = 2. 96 CO A. r f J 

De donde: 

8rr(0.952) = - f 
8rt(0.311 ) = - 2.98G) 



P = 23.98 Pu! S ./Se S 



" *" tJ - 2.56 "d./Seff. 

(Sentido onhhorario ) 

Similarmente se obtiene dos expresiones para la aceleracion de P por 
derivacion de I y || . O sea: 

Q p = Nxr 0 -N 2 r o = o - (2rr f 4 1 = - i6rr 2 (o.952A + o.3n J ) [mi 



Op = ( P - rco 2 )(- J) + ( rcc + 2rtu)A 

Por igualacion de III y !V se obliene la ecuacion: 
-16(0.3n)iT 2 J - 16(0.952)rr 2 l = (rcc + 2corU - (r - rco 2 )J 
..Igualando modules en la direction X y dando valores numericos: 
- 16(0.952)rf 2 = roc + 2cof s 2.980C + 2(2.5S)(23.98 ) 
t-uego: a = - ( 15 1.62 + 122.78)/2.98 — > a = 92 .1 rad^e*. 

( Senfldo anllhorario ) 



riv] 



6 r i l/s J? 1 ? C ,° n v Focidad angular dc 
rad/sc« fU 5 a ? cleiac,6l » angular dc 28 
nrSi£3? : • Dettirmina r Para este instante la 

Sbi {S3S 6 !? ansu,ar del csiab(3n CB q " S 

SOLUCION: 



Cdlculos elementales: 

9 6 
Scn.135 5 en .p 

(3 + oc = 4 5° 




/ 



OB 

Sen. oc 



( P = 28.3° 
J OC — 16.7° 

| OB = 4 pui ? . = OA 



OJ 0D = 28 rad-/s e -2. 



= 4 5° 



Valores conocidos: co OD = 10 rad./g D3 
Vector unitario : I = Cos. (3X + ben. 0 J = 0.91 A + 0.47 J 
En el instante mostrado , Ay 3 coincided ta! que; A £ OD y B £'CB 
Las velocidades de.A.y B respectivaments serdn: 

V A =W 0D x OA = 10 K X 4.1 = 40 J i 
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[II 



— [II] 



V 8 = ftcBxCB.Q co Kx 9 ,^ csKx9(09a+o _ 47j): 

U ecuocon M movimienlo reIafivo ^ ^ g - 

6 Va + V a/A donde: V S / A = [}i r 
Susmuyendo las ecuodones , ' „ . . ' """" * ' ^ ' * 1 

M»QciJ -4230 / T e ' 9UQl0ndOCOm Ponent„seobHen.: 

^Cb = 40 ' Q 

Lasace/erocionesabsolufasdeAvBseohr , ^ 

n - • ^ Y obf 'ene por derivation de / n 

a 8 = a 4 + a 6/A+ a c donde :Q .,-,, r 

^ ' SCC C3 ~ '13) J - ( 4 23tY 4- onM. 

a mucsca dcslizante D n , da * vuclt a de 
'ocidad del cxtrom, \ ? eter minar l a Vc- 

^ ulabun motriz OB mT. ' sablen ^o que 
angular constante 9 I 3 ^d/se VcIocidad 

SOLUCION: 
Cdlcolos elemenfales: 



CB = r= ^^^^ 

m no 



Sen.{3 
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Volores de los vectores uniiarios _ j. en flJncio; , da ^ j 
A = Cos. (31 + Sen. [3J , 

J'= Cos.(3J - Sen. Q A ► -l = 0.680,1 + 0.732J 

r-l . . ' " J = 0-680 J - 0.732 J 

(-qlculo de V 3 , tomando come base el punto O: 

Vs = ^os X OB = 3K X 5,1 = ISJ p. 

Cdlculo de V, , tomando como base el punto C: 

V a = rX+ r0j' = rCO.SSOX + 0.732 J) + 18.08 C?i)(0.680J - o 732A ) 

V.=[o.680r-,3. 2 *] A + [0.732r + ,2.2^]j n, 

Comparando modules de las iquoldade- I v ,p ... "~ "" 
0-630 r - ,3.2 0 = 0 y '9 uoldad " " / II » obhene las ecuaciones: 

0-732; ♦ ,2.2,^, = 15 } I S M - 01 ««■■ 

P-sto que , per , eru!ce „ CB y Cfl fc , cd = c °; 569 — 

S" J ( f* > "'°:f M<2Si V A =,4.225 

Denvando la ecuac.dn , . slendo Q 01 constant se obtiene: 

a„ - tt oe x OB - Q^-OB = o - 3'(5A) = - 45A -- rim 

U expresldn de esta mlsma aceleracion dedudda resoecio a C sera 
Qe=[r - r£*]A'+[r#. + af#]j> donde 0 = oc C8 = cc 
Reempiazando valores numerlcos: " 
CI B -[P - 18.08(0.569) 2 J(O.S80X + 0.732 J) + 

[i8JJ8ae*+ 2(11-01 )C0.569)](0.630J - 0.732 X) • 
a 8 = p> -5.83] 0.68 - [18.08 cc CA + 12.53] 0.73 2 } A + 

{I r "- 5.83] 0.732 + [,8.03cc CA ♦12.53.lo.68) J [IVj 
Comparand* modulo, de las components de III y lV se ofe,^ 

[r-5.83j0.68 " [10.08 CC C4+ 12.53] 0.732 = -45 [D] 
P - 5.83] 0.732 ♦ [,8.08 oc CA + , 2.53] 0.68 =0 [E J 
Despeiando f de E y sustituyendo dicho valor en D se deduce la ecuocion: 
(1S.0«GC CA+ 12.53-7[0.6B0 2 + 0.73 2 ^ = 45(0.732) 
*■ OC CA == 1.112 rad./3eg2. 
— 1#— 



• to^£tfa^«£»» eon movi mi en- 
do en tomo a o p- n ?/ i m i embra ranura. 

SOLUCION: 
ANALISIS DEL D1AGRAMA: 

P""fo A perlenece g CP J B '„ 9 , ° d ° del < ' OPQ. El 

- el ins(ante npnuntad l La veloddacT ^ ^P 0 "^ «** 




Calculos elemenfales: 



Vecfores unifarios: 



DA- = 4 2 + 8 2 - 64Cos.30« 
■4.95/ Sen. 30° = 4/ Sen. (3 
r - arc. Sen. (4/4.95) as 54' 

ft|=Sen.0i+ Cos.0J 
jJ = Sen.0J - Cos< 0 { 
H=Sen. (3J+ Cos. (3A 



OA = 4.95" 
(3 = 23.8° 
0 = 12.2° 



Segun el grdfico y dafos se deduce: 



(II)a -o> =« £AXrj . 



6 =J?c A =6K 



: 6K X 8/1 a 48J 
Wa = -30K XSA ~(6) S (8)X 
= ;240J-288A 



CA ~ & * rad./a es 
6 = CC CA = - 30 Krad. /Sc< ^ 



r = ' 3 = n ! = *' 95(0 ' 41J +a91i) =2 ' 04J + «** 



; VJ Q B = r Q = oc os x r 8 - Q* s r a = oc 0Q K x (2.04j' + 4,5 A ) - 

Q 0Q ( 2.04 J + 4.5 A ) PU1B./S*:;?. 

Las Vdlocldades de A y B esran reiackmadas por ia ecuacion: 
V a = V 8 + V A/3 = V B + = v 0 + U [0.22 A + 0.97J] 
Sustituyendo las ecuaciones I y 111 se deduce: 
48J =.(4.5fi 08 4- 0.97U)J + (0.22U - Z.0A^ QQ ){ 
lgualando modulos correspondientes a la misma direccion se obriene: 
48 ~ 4.5^8 + 0.97U f * U = 32.7 



ua v-* — *JCm*t * "*s-/* 3 *K 

0 = 0.22U. - 2.04^ os I ► floe* 3.53 ftesp. 

La ecuacion de acelerac'ionec relatives de A y B es: 

(i) a A = a B + a A/B + a c siendo: 

[VJ • C( A/8 = U.1 1 = 0(0.22 A + 0.97J) 

. [VIJ Ci c = 29 0A XTJ = 2(3.53)K X 32.7 X 1 ^ 232 J 1 = 

= 232( 0.22 J - 0.97 A ) 
[IVxJ Segun (IV) C1 B =(4.5J - 2.04 A ) OC OB - 25.5 J -56.2/1 

Sush'fuyendo las ecuaciones II , IV,, V ,VI , en (1) se obliene: 
-240J - 288 A = (4.50C 0Q - 25.5 + 0.9?0 + 51 )J - 

-(2.04oc OB + 56.2 - 0.22 0 + 224 ) A 
. lgualando modulos correspondienres a la misma direccion se obtlene: 

[A] - 240 = 4.5 OC 0! i -25.5 -r 0.U7U 4- 51 

[Bj 2S8 = 2.04 cc QB 4- 56.2 - 0.22U + 224 

Desorroilando las ecuaciones en A y B se obtiene: 

<Xorj - 17.4 rua./seg2. Resp. 



rota debido a q« e ?i an if n , dc ccntl ° en O 

te para el cual y = J P u ig " d tnstan " 
SOLUCION: 

p uesto que c es cenfro instanfdneo o polo de ve , oc;dad ^; e " firnia; 




BA 

~ x 

donde: ( x = CA ) e ( Y - PrM i . 



fli 



X - 
8.5 



8/2 = J^LZ^IZZjiZ 

H 



Y + 2 
8H/2 



3.5 



H - 2.5 Put*. 
x = 14.375 Pui B . [ n ] 
Y = 8. 625 Pui B . 



a. 



0.35 r "»a./seg 

3.00 Pulg./Seg 



^ las ecuaciones (I) y (|,) se obW; 

^ba = V A / X . 5/14.375 - . 

v s = V A (y/ X ) - 5(8.625/14.375) ■ 
La «od. angu|QrabsoIutQde 

sera. (Respecfo al punloQ) 
W = Wr = 3/2 ^ ("o \ 

U Ve ' OCidad ^ —fc- a, punl0 ^ B se 7^ 
ecuacion: se de duce de la 

Par (onto: ° 



1.5 +' 0.35 
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1. 85 rad./sogj 



•? T~ E1 P unt0 c dc ,a f »«« ra mostrada 
situada sobro cl c je del rotcr a una dis- 
tance de 3 Pule, do 0 tiene en un cierto 
mstante una velocidad Vc = 31 + 4J don- 
de i y J son vectores unitario-; on las di- 
rccciones positivas de Ios eies x e v res- 
pectivamente. Para dicho' instame ~n cl 
cual adernas (j/— 60° y 8 = 30», de term mar 
las componentea X, Y, Z de Vc. 

SOLUCION: 



Sean I.j'K 1 vectores unitarios en las 
.Segun el enunciado : Vc = 3 1+ 4 J 
Observando el grafico se deduce: 




direcciones X,Y,Z 

Puig./Ses 



:Cos. yl + Sen. ^ J 1 = ~ I + 



VT 



J 1 



••• (2) 

J=Cos. 0e y + Sen. 8K 1 , dondeey^Cos.^jLsen.uT 
Luego: J= pes. 0 ( Cos. ^ J - Sen. + S en/ Q K« 

4 4 1 f 2 K (3) 

Sustituyendo las ecuaciones 2 y 3 en © se obt iene : 

v c = [|- 3 ]r + fi^^^p, + 2 K , 

V c = - -|* 1 + ~ 2^" J 1 + 2 K l 



Par lo tanto: Vv = 



**uis./Se e 



Resp. 



ti 2 H;7^ n . mCcailismo . de distribution cons- 
Ho C S °, ™ tatono AB y del contacto 
tjjo C' Si el brazo 3 ira alrcdedor del eia 
ftjo OA con velocidad angular consume U 
del rnn\^Zrrr~~ 6K) ' X 51 Ias coordenadar. 
aa contacto C cxpresada:. en pulgadas son 

racion del extremo B del brazo rotatorio 
cn el mstante en que pasa por C . rocatono 

SOLUCION; 



La position del vector A3 esta definido port 
AB = (3-0),, + (3- 2)J * ( S -o)K = .3., + J + 6K 
W = 313.1 + 2 J + SK) {Segun d enuncicrioj 
La acsieraclqn absoluin d-j 3 en funcijn de es: 
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a 8 = a A 



AB + fix(fi x AB) = Q x( fi x AB). 

pueslo que ft = conslanfe 
Sustituyendo volores nun^icos y simplif.cando- 

* Q B = 423 „ 

Puisrysega. Resp> 



la. 



= 27 



Vl5 2 + 2 2 + 4 2 " 




do cue no ha y 8 r o 1 acT6„ d en r ,o'r 0 „i S a U 1 P eTe' C S: 
SOLUCION: 

Por condiciones del problema ; 
0 = 42 r.p.m = £2_x2rr = 7rr r. d . /s<!K 

60 5 » <p - 10 «d./s«g 2 . 

7* ~ 3 °° > v = 10 «d./ SeK _ « 

tt W* = 9 + y, = §4 + ofsogunelenunciado y =Q J 
La velocidad angular total del rotor esta dada por 



■rel. 



= 0,l 



■ 



^ivando e S ia express se deduce la ecuaci.n 
dt - « = 9* + #k + 9j +0^ 

£ - "xyz X = SA X yf = o 
Ademas en el diagrama se observa : 9J 
8 = 90° - y 
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6 = -y» = -15 rad./ 8eS 2. 

Susrituyendo valores numericos en la 
CX = BA. + 0K - 00J 



ecuacion (A) : 



ISA + io K - ^(-10)J 



+ 10* + ( u rr ) 2 



OC a 47.5 nm./ B eg2. 



298.-—EI disco motriz rueda sin deslizar 
K dando una revolucion completa en tor- 

2£.!r,«J e Vert,Cal y con v ^°cidad angular 
constante en un tiempo ~r. Calcular la eV 
presi6n de la aceleracion angular oc del" 

SOLUCION: 



Segun el enunciado del problemo se deduce:: 
2rrR 




•y, s 

jAdemas: <p = n y» 



*, donde n = ? rr R _ - R. 

2rr r " r 



Luego : </> 



2rrR 2 
r T 



■ , .,*","* = , 0 ' Pu6sto 3 ue * yV son constantes ' 

La .velocidad anqu ar del ^ . , 

ser -. 8M * ael s,stema de coordenadas moviles -xyz 

u = v< J 

La velocidad angular absolufa del disco sera- 

n = y J - 0 K 
La aceleracion angular absolute dei disco sera: 

0 = - 0K = oc 

Ademas sabemos que : * 

J = O x J = VJxJ - 0 

Reemplazando valores en I y simplificando: 
oc = - 4>y*A - _ g n r 2 2 rr r 
rr ' —7 — 



r T 2 



Resp 
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R P m i • raz6n constante N = 20 
toJLSL' delel ™inar el modulo de la ace 
teracion angular oc del rotor ™ Li ? 
tante para el cual K - 1n . • ? n eI ,ns " 
tante. * ~ 30 sien do * cons. 

SOLUCION: 

Segurt datos del problem* 

Q = Y = A rad /seg 

= 100 R.PM = IMggj .. lOrr 
60 ~T~ 




V = 30° 



* = N = 20 R.p.m. = 20C2TT) = 2n 
60 

e 



ft 



^-e + v ,= - e , l + -, K . = . 4 , l + 2fr/3(Cosyj + 

La veloc.dad angular del roforserd: 

[~ Sen.y + TOrT j R 

Lo oceleraddn angular del rotor se abllene' par derfvacion J , 
ecuaaon anterior: aerivaaon de | a 

0 = - 4 j + 22Co,. y j . ¥ ^, Sen . rJ + j ^ ^ ^ + / + 

Donde; "^^C^YK 

*=" xyzX A= ^r (Sen300J -Cos.30-K)=2(J«V3K) 
J = Uw> x J = - yi k* - 2n c . /<r - 



J =CO xy2 X J = - 4 K - f Sen. 30 i 
K = co xyz x K = 4 J + ^- Cos. 30" A 
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V 

3 



I 3 
4J + 



Sustituyendo los valores deducidos y simplificando se obtlene: 
Cf = 10fl 2 3S X + 12„. j - jfT\/3 K , euyo modulo serd: 

w««V( 32 i !S: ) ,+ ^ * [*f} 

f™~~ EI t cono c^cular recto A rueda uni- 
fprmernente sobre la supcrficie del cono 

SENSES V and ° una vue,ta com 

lino A aceleracWn angular del 

SOLUCION: 

Del diagrama mostrado se deduce- 

Sen. 0 = 2/W2 = 0.23 . Q 

Por lo tanto; \ £ - „ co 

Segun el enunciado se deduce para y 

2rr T»d. en 4 see. „ j. _ 2_rt a 

r A ~ ~2 rad/See 

~£is^s£r. movimien, ° cons,ante »-•—.- 

Similarmente al problema anterior se obtiene: 




- 13.6° 



°xyz 



,donde 
oc 



= © + "V»=0+V/( Cos. 6K - Sen. 6J) 
ft = CJ xyz + ft r = tj xyz + ^ K 

= - V Sen.9J + (<p + -y)Cos.9)K 
* - f Sen.9j + ('0 + y Cos. 9 ) K 

' J = ^xyz X J = .-' y Cos. 8,4 

K = <*>xyz X K - - y Sen. 0 J 
= -y Sen.eC- vCos.0J) + ((p + -^Cos. Q)( - y Sen. 0J ) 
= - 0 y Sen. 



Sustituyendo valores numericos ■ 
3rT / n * 



OC 



= 6.32 rad./Se S 2. 



Resp. 
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??'-~ EI helic(5ptero mostrado esta bas- 
culando a raz6n constante de q rad/See , z 
Si las palas- del rotor giran con velocidad - ' <b V 

SOLUCION: '•^^^jM?^ V 

La velocidad angular del rotor sera: 
ft = CO xyz + D r = PK *-'q4 , 

La aceleracion angular del rofor se 0 u« , .• 

Por lo tanto: * ° bhene denvando esta expresion. 

fi = :«\= PK - qi Siendo: Pyq consfanfes _ 

Ademds: * = "xyz X K = PK X K = 0 

c ... , 1 = w *yz x A = p«< x A = PJ 

bushfuyendo los valores deducidos se obfiene- 

oc = P(o)- q ( Pj) . tt = Pq „ d/seK RKp 

t,» 3 ^"~ E ! ext ,r emo d el eslab6n A estd ad 

esTa a b r 6n e, A m 3 Vimient ° ffl ^ « «*S A ^ 

Slar 5 5:K demOStr ?- r ? u « su velocidad an Si^^^^h 
fh) = OF. CUm ^ Ilr v Ta reIaci6n O- h x (r 
ae la horquilla permanec endo en el nla" 

y aei arbol fi JO respectivamente. 
SOLUCION: 

Tes «s: fi.hx(rxh) =0 

Lo ecuacion de la velocidad angular absolufa del sislema sera" 

11 - W xyz + fl r = y,K - £4 ^ 
Del diagrama se deduce i 

h =~ h 1 3 n ~ n K 

r = r( Cos. y, J - Sen yjA) •••• © 

De acuerdo a las ecuacones 1, 2 y 3 se a"w ® 

Pxh = r( C ° S -^ J - Sen.^)x(-h4) .= rh.Cos.yK'' 
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h x Cr x h) = C - h,l ) x ( rh . Cos = rh 2 . Cos. y, J 
Q.h x ( r x h) = (t/jK - 0.1 )• ( rh 2 . Cos. y,J) = 0 
Considerando que: K.J = KJ.Cos 90° = 0 
Similarmente: I . J = I J. Cos. 90° = 0 

Por lo tanto: ft- hxcrxh] = 0 



Lq.q.d. 



nnJSlT™ me $ an,smo del simulator de 
prueba mostrado c 9 nsta de un tambor que 
gira en torno al eje a-a con velocidad an- 
SX; C ° n A Sta ^t. p ' reIat » v '-» al armaz6n ci- 
llndnco A .D Ic ho armazon esta raontado 
sobre cojmetes y gira en torno al.eje ho- , 
nzontal b-b con velocidad angular 6 (cons. -J» 
tante). A su yez e! conjunto rota en tor- "rh 
no al eje vertical fijo z con velocidad an- * U~ 
gular constante CO. Determinar la expres- 
sion de la aceleracion angular oc del tarn- r 
bor giratono en funciOn de 8, durante el > 
movimiento compuesto. '\ 

SOLUCIOiV: 

Para las condiciones del problema: 
8=0 [ constante ] 

0 = P [ constante] 

yj = co I constante] 




9=0 

-0=0 

- y = o 



U velocidad angular del sisfema de coordenadas moviles es: 



«*>xyz = ¥ +8 = toK + 9J 

La velocidad angular del cilindro solido sera : 

? = W xy Z + n r =.toK + 9J+p( Sen. 8K 
Por lo tan to: oc = Q 

CC = CoK + 9 J +P.C0S.9.8K + P.Sen.8K + p. 8 Sen. Q ^ _ 

- p.cos.ej 



COS. Q A ) 



Donde 



A = to 



xyz x 



toj - 9K 



J - CJ X y z X J = - CO ,| 

K = CAj xyz x K = 8,| 
Luego: cx = co OJ - 0co,l + p.^CosftfC + p.6 Sen. 8 J + P 0 Sen. 9 J 

c. ,. f . , , - p.^Cos. 9 J 4- p0 Cos. Ok 

iimplificando se obtiene: r °^ 

OC = p[20Sen.8.1 - to Cos. 9 J + 29Cos.0k] Resp. 
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^o^rado'gi^ ° en d t » r del mecan ismo 
mSP a'rededJr H eJ CJe - acodad< > OO 

("jo) con velocidTri , e -> e vertical Z 

«<Sn angular ™ dS"^ 0 ? 
SOLUCION: 



Segun el enunciada y ^ 
2nR = n(2nr) ► „ = « 




Por (onto: 



| <j> = n 
.1 0 = R 



P 

P/r 



U velacidad Qng ,,ar de , sislemQ de coordenadQs ^ ^ 

^=* + e= P K« + 5=P{C o, SJ+ Sen . 8K) 

L° velocidad angular ab.alufa ael sistema e S: 
R = "xyz + Q r = P( Ca,ej + Sen.9K) + £ K 
VSegOnU; ft = P[ Co, 9 J + ( Sen . 9 + R/r )K ] Re 3 , 
OCe, : rOCi6n ° bS0,U,a - **»! ^fi^ ari^o:' 

« = C -p[ Co, Q j +c we + R/r) K] 

Puesto que - p ^ 

■V 9 son constants 

y segun la ecuacion A: 

J = ^>xyz X J = - p Sen.GA ' 
K = "xyz X K = p Cos.0A 

En consecuencia: 

P[ Co S .e(--p Sen.9,t) + ( Sen.9 + R/r) ( P Co, GA )] 

Resp. 



CC 

Donde: 



(X 



p 2 7 cos.e.t 
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308.— Para las condiciones del problema 
anterior, determinar la expresibn de la are. 
Ieraei6n del punto A situado en la perife- 
na del disco para el instante representado. 

SOLUCION: 

Las expresiones hallados en el problema anterior son tofales o absolutas 
respecto a X,Y,Z, (Fijos), por tanto: Tomando como punto base O la 
aceleracion de A estard definida par la ecuacion; 

Qa = C| 0 + ocxOA+n x(flxOA) © 

Usando los resultados del problema 307 y segun el grdfico se deduce: 
Q 0 = pxB0 + px(pxB0)= 0 +px(pxQ0)=p^K l x(K , xB0) 

= P 2 (Cos.8J + Sen.eK)x[(Cos.0J + Sen.eK)x(RCos.eK - 

= p 2 ( Cos.ej + Sen. 8K) x (R - r Sen. 6)4 R ****** ^ 

Q 0 = P 2 (R ~ rSen. 0)( Sen.GJ -Cos 8K ) 

' © 

ocx OA = ccA x r A = rcc 4 x A = 0 @ 



0 x (0 x 0A)=p , [Cos.ej+(Sen.e+ -p) K]x[[Cos. 9J + 

( Sen. 8 + -£-)k]x r^J 
0x(0x0A)= - p 2 (r+ + 2R.Sen.8j © 

Reemplazando 2. 3 y 4 en la ecuacion 1 se obtiene : 

a A =P a ^-Se,e)(Se,8J-Co,8K)- P f + R 2 + 2RSen0 \, 
Por |o tan to: / 

a A = p«[(|, -r Sen.9)( Sen.9J - Co, G K )-( r + ?f +2R Sep g J J j 
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Los ejes x v r ,»cM~ l^T .. Wi "a./Seg. 
consta™ 6 = 1/7 r C a °, n /S= e J OC ' d;,d an ^ lar 

CM. JWftj £ SSS ^ 
A cuando 9 = 30., R 



SOLUCION: 

L ° ve,oci dad angular absolufa d 




Q = 



,e los P Qneles esfd definida por : 



Y su acelerat 

0 



h Q = ,/ 2K - 1/4J fl] 

3n ° ngular ab «>l">° se define por: 



Donde: c y e r WA4j«— K^/M^-^ 

La aceleracion delpunto A en funcion de ft y R ab , , 

Srendo; n A _ . . _ " 1 " * OA ) [in] 

°A- 8J + 2 Co,30K- . 2 S, n .30A =8 J- A + 
S — ndo , OS ecUaciones „ y ly en |(| ^ 



Go* 



■ V3K [IV] 

f ' * ,T w 111 se aeauce 

a 



0.3125 /( 



2.436J - 0.1082K 
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Resp. 




310.— El disco mostrado montado en el 
eje del motor gira con velocidad angular 
constante p = 30 rad./Seg. y a su vez el 
motor gira en torno al eje horizontal (y) 
a la razon constante 6—10 rad./Seg. Si- 
multaneamente todo el conjunto gira alre- 
dedor del eje vertical Z a razon constan- 
te de q = 8 rad./Seg. Para el ins tan te en 
el cual 8 = 30"; calcular la aceleracion an- 
gular del disco y la aceleracion del punto 
A situado en la parte mas baja del disco. 
Los ejes x, y, z estan adheridos al arma- 
z6n del motor y el piano O.Xo, y, es hori- 
zontal. 

SOLUCION: 

Por consideraciones del problema y segun el grdfico: 

0 = P = 30 ra d ,3e, , y, s q = 8 «'a^ 8| 0 = 10 ra d . /S e K ( constan fes) 

8 = 30 ° ' K 1 = Sen. QX + Cos.GK 

La velocidad angular absolufa del disco estd dado por: 
Q =co xyz + 



,(? r = [qK 1 - 6j] + PX = (q.Sen.9 + p)i - ej + 



Ysu aceleracion angular absolute se'rd: 



q . Cos. 0K 



9 = q ®^os.9l +(q. Sen. 9 + P ) A - 0 j - q 9 . Sen. 0 K + q . Cos. 0K 
Siendo: A = o xyz x X = [qK'- 0j] X X = 0K + q Cos.0J 
j = UxyiXj = q.Sen.0K - q Cos.01 
K = co xyzX K =- q .Sen.ej - 8,1 
Susfituyendo las ecuaciones deducidos y luego valores numericos: 
C- = (q.Sen.e + P.)ceK -f q .Cos.GJ)-9(q .Sen.GK - q.C o ,0A) 
- q0 . Sen. 0K - q 2 . Sen. 0 . Cos. 0J 



Q=[ fl (l) + 3 o][,oK + .f j]-io[ 8 (1)k 



Q = 20[2\/3,l + 6\f5 J + 13K] 



>]-tt 
-&)(f) 



(10)K 
'j 



Resp 
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Lo.a Celeraci6n obsb|uta depesw def . n;da por |Q 

ap = a 0+ Q xOP + Qx(Ox0p) _ Dmdi: . t . . : 

ao = qx80 + q X CqxBO) = o-q»BO = 

S - (8,J(6)J [q I BO) 

9 XOP I =.2o[2V3* + 6V3j +U K]x[ 6 A-4K] = ■ 

=-^OVJA + [ 16oVJ+ , i56o]j _ 72oV _ k ... - . 

*<u-4K>] ={C34^ - , 0J+ 4V3K)x '; 

(40 A + 177.5 J + SOK )} 

9x[OxoP] = -, )a32A . V62J + M2oK 

R«mp,ozcndo o S( os ™,o reS en ,„ ecuocion [,] 

( 6,420 - 7^0l^jK 1 ' • 

Qp= - 2,662 * - 310 J + 5 ,190K 



&*ttS3fla&* * * * barn, rf- 

dican. Si el punto A tfJ.,1 1 como se 'ri- 
de 8 PuIg/Se C P diri B fda Ed,"? . v K eIoci ^cl 
do csti a 4 P U |<7 s i,,; n V ar . nba cuan ' 

B v la velorirhH , corres POndiente a 
tratada Smo'X de ,0 bar ™ AB 

SOLUCION: 
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SOLUCION: 

Segun el grdfico y clafos se deduce: 

BC = 2V2T _ (0B) 2 =(2V2Tf-36 * OB = 4^3~ Pu,* 

La velocidad relative de A respecto a B estd definida por: 

r rt j Va = V b + % -Donde: V A = 6K V a =- V 8 4 

Susttfuyendo estos vaiores ' B 8 

8K = - \J B A + Q ba x BA 
* 8K = - v B ,i + [G X>I + QyJ .+ n 2 K] x [eJ - + 4K] 

8K= (4ll y - 6 ft 2 - V B ) A -( 4 fZ x + 4^ 2 )J + 
(6n x +4V3n y )K 

Igualando modules de las componentes X,Y,Z, se obtiene las ecuaciones: 

0 = A& y - 6 ft z - V B d) 

0 = 4ft x + 4V3ft z - (jj) 

8 s + 4V3^ y (m) 

Ademas- 

Q aA 1 BA 

* C ft x + ft y + Q z )•( 6 J - 4 VJ A + 4 K ) = 0 

LUe9 °' 6ft y - 4 V3ft x + 4^ 2 = 0 (IV) 

Resolviendo al sistema de ecuaciones I, II, III y IV se obtiene' 
, fty = 32/25^3 j fl x = 12 /2 5 , fi z « - 12/25V3 

V fl = - 8^3,1 Pule./Seg 

Por lo tanlo: 

ft » ft x . + Q y ■+ ft z = 4/25^3(3^ + 8 J - 3K)r.We S 

3 ,2 \— Ulilizando el va,or deducido para la v 
velocidad angular de la barra en el pro- 1 2 ? A 

J anten or. y asumiendo que la velo- 
cidad de A es constante durante un corto 
intervale, de su movimiento; determinar la 
aceleracton angular de la barra AB en la 
nosici6n mostrada. 



SOLUCION: 



SOLUCION: 

Usee, y SMnrelac;onodaspor|ae ^ 
«•* X BA a (« . + _ . . IV, = constant. 1 

y 6 « 2 ^ - (4oc x + Afin^j + 

l 25 yj; C3\&t + 8J -3K) X 

[<3VT. +>J .3K )X(6J .^ +4K)J 

«x( 0xBA) : ^ ^----^^ . 

tem,i„ 0 , : deduados, ,„ , 0 

' + 40C ^ " + 5.903), - 

°.= -a. + 4 a y - 6<Xi + 5 . 903 ______ 

0 = «** + 4V3cc 2 + 5.118 - (A) 

0 = 6a* + - 3.412 " (B) 



314.— El cubo rfgido mostrado de arista 
a. gira en torao a su eje central con velo 
cidad angular constante Co. Determlnar la 
expresion de la velocidad angular y acele- 
racion angular de la diagonal AB considc- 
rada como una Ifnea. 

SOLUCION: 



Segun la ecuacioh del movimiento relativo para las velocidades de A 
y B se afirma. 

V A = V B + n M xBA , j 

Segun el grdfico y enunciado se deduce: 




Vo 



2 



LJ..&£LJ ... 



* BA 



.1 2 4 " ~' 
Reempla|ondo II y III en I se obliene: 

2 * * 2 J 2T 2~ J + 12 ■ 

Reduciendo terminos semejantes y dando valores a BA: 
auJ = [n x + fl y + ft z ]x[aJ + aK] 
auJ = _ a fi x J - aO y K + aQ y J + aO z J 
Igualando componentes en ambos miembros: 

aw s - aft x + a H 2 

o = ally 

o = - arty 

y puesfo que: Q w l BA se lendrd: : ft -BA = 0 
[Ox + Ay + 0 Z ]. [ai +aK ] = o 



Luego: 



x + 



Resolviendo el sistema IV V, VI y VII hallamos: 
ft = f [K- J] 



IY 
Y 
YI 



YIt 



La aceferacion 
Pero: 



angular sera- 



ego : 



Lu 



ego: 



wK xK = o 



2 J 



^4°a A est y in B SL* *** 

respective*. coJIares "af n^^° S a Sus 
bi e sus ejes estan y ^ s P° s 'ciones so- 
nfllos gufa 'I mrolados Por dos to? 

ncamente a* razdn de pTJI" simuI S- 
SOLUCION; 



Las velocidades deAvB«c 

ol m 0 v imien(oenlre ' , .„ '° v " oc '**« "lafivo 

Ad. m ... direcci6n efe BAl . 




Ademds: BA = BJ - nj 
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Iguolando modulos de las direcciones x, y, z : 

o = 6 + eQ y - eQ z - u/VJ —„____ [ A ] 

6 = - 8 Q X - 8 Q 2 + U/V5" — [ B ] 

o = eQ x + eQ y + u/Vj j-qj 

Ademds: S?ba 1 BA 9 8A .BA = 0 , En consecuencia: 

o = -aQx + aQ y + eft. _ [ D ] 

Resolvtendo el sistema A, B, C y D se obHene: 



SOLUCION: 

Para la condicion 8 _= « A y _ e gun el grdf.co se deduce' 
V B = r,l - r9J = -rooj . \' A = ZK 

BA = ( - ri - rj + ZK ) donde Z = \/^ 2 - 2r 2 (A) 

Las velocidad^s de A y B estdn relacionudas por la ecuacion : 
V, = V B + V A/8 = V 8 + Q 8A x Ba 

Sustrtuyendo valores deducidos: - f 

ZK = -r,_,J +(Q x /l-f Q yJ +ft, K )xC- pA - rj + ZK ) 
ZK *<ZQ y + rfi z U -(rC-HvZ& + rQ z )J - r (0 x -fi y )K 
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' z * «y = - rUw 7 [t] 

r: r V 2 V r01 £• 

. , o y * r< w r-"x) fad 

Ademos: \? J. BA ► 0 da 

O n ~ " A - BA = 0 • Por tanto: 

0 «-rfc -rQ y+Z Q z __n 2=( n x + 0y)r/z ; 

***** 61 5iS,ema * A ' .1 »- '« / 'V - obtiene: 



2r 2 



Q 2 = 



r'co 



Resp. 




A. Para mhtJgSMSSA 1% 
SOLUCION: 

Del diogromo se deduce el valor del vector BA: 

^m%T rS - en - 9i - (rCos -e + r)J + ZK " 
El modulo de BA es t . Por ( 0 tanto 

t l - [rs.,0]» , [ rCo ,. e + r]l + zi> [ry , soncons(anfes3 

* ~ ♦ ar>cc..e ♦ * 2 - = [^ 2r2Cl + C03 . e)] ^ 

Derivando respecto al tiempo: z = 1 - 2r»9.Sen.9 

2 L<* ~ 2<*'Ct + Cos.0)J56 

/ putito que: e-co se fendrd: 
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2V 



dc^TjfZS? 5 * 0 *' puntos dd e fe diametral n 
tic la cifera maciza mosirada dc radio r tic 

Sf' 2R Dcl « rm , i nar la velocidad ancu- 

x tfZSJ&B ,0S . ejes ind i«do P s El'plarfS 
KnS. ParalCl ° a la su P er «cie d c dosK 

SOLUCION: 

Para el instante representado consideremos el punto C Lno centra 
insfantaneo de velocidades. En consecuencia* 

r 2r * V A 

Del grdfico se deduce: V A = 2VJ , V B = VJ • (1) 

Estas velocidades estan relacionadas, por la ecuacion : 

V A = V B + V A/8 = V 8 + fi BA x BA 
Segun(I) 2VJ = VJ + ( H x 4 + X2 y J + fi 2 K) x( rK - rA) 

. VJ = rftyj - .tCflJ.f n z )J + rfl y K 

igualando ! componentes : 

V = -r& x - r ft t ; 

0 = -rI2y • 

Se sabe ademds que : fi BA 1 BA Q BA .BA = 0 

Per lo janto: (Q x + fl y + fi z ) (r K - „)« 0 r fl 2 . ^ = Q (4) 
Resolviendo el sislema^de ecuacianes 2, 3 y 4 se obtiene: 

fty = 0 



Reuniendo te>mino| vectorialmente: 
clonde o _ J V 2 T V 5 " 

SOLUCION: | 
En: el problema anterior se dedujo: 



o 



ri 8 A ■ 



:( A + K) 



2r ' 
V 

rV^2 Res P- 



ft, 



BA 



2jrti + K) 



A (Vtr gr<lft<o] 



(2) 
(3) 
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La aceleracion angular Sera: 
Sl* A - - 5p CJ + K)i donde: 



0, 



8A 5 O sea: 
<*> X A = 0 




111 



6*6— Los extremos A y B de la barra AB 
estan obligados a desplazarse a Jo largo de 
Ios ejes z— z y x— x respectivamcnte cn los 
sentidos uuhcados. Si para el instantc rc- 
prcsentado la barra coincide con la diago- 
nal del cubo dc 10 pulg. de arista y la ve- 
locidad de A es de 4 pulg./so-, constantc 
para un pequeno intcrvalo de su movimicn- 
to; determmar la velocidad anaular de la 
Iinea central de la barra. 

SOLUCION: 

Segun la ecuacion de velocidades reiahVas : 
Va = V B + Va, b 

Observando el grdfico se ded uce: 
V A = 4 K p-« 



B A = 10 [ - A + J + K] 
Reemplazando valores en la ecuacion I: 

4K = - Vsj+[(V+ fty+ft z ]*10[- J + J + Kj 

4K = - vej+iofn^K - n x j+ n y K+o y< j-n z j-o Z i] 

Igualando componentes en ambos miembros: 

4 = 10 [ Q x + Ay] : , 

0 = -Ve + 10 fly - 10 Q z .. 

0 = -10 O x - 10 0 Z @ 

ft ba 1 BA XVba . BA = o 

[Q x + fl y + 0xj.id(- a +J+ K) = o 

o = - 0 X + H y + Q 2 0 

Resolviendo el sistema de ecuaciones 1,2,3 y 4 se deduce' 



oy ? it 

Sumando las comoonentes: 

ft = + 2 J - Kj »« d /"8. 
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: Resp. 




687. — Para las mismas condiciones del pro- 
bicma anterior deducir la expresidn dc la 
a~*leracidn angular de la linea central de 
la barra AB. 

SOLUCION: 
En el problema anterior se obtuvo: 

Q = 2/15 ( I + 2 J - K ) y 
La ecuacion de la aceleracion relativa enfre A y B es 

a A = a 3 + a A/B = a B + a x ba + Q x (ft x ba) ----- w 

Dcnde segun el diagrama = 10 { - A + J + K ) 

C3 e = -CJsA j 0 A = 0 [ v a = cdnsfante] 

a x BA =Ca x +cc y + oc 2 )x 10(-/1 + J + K) = 

lOCo & K-oc x J+oc y K+oc y A -cc 2 J - cc z Ji) 
Q x((? XBA)=(2/I5) 2 CA+ 2 J -K)x[u + 2j - K )x 

10C-A + J + K )] = 16/15 ( A - J - K) 
Sustituyendo en la ecuacion I fos valores dedocidos y ordenando: 
0=[-Q B + 10(a y - oc 2 ) + i|J A -[ 10(0Cx+ QCz)+ ^Jj + 

[iOCct x + ep y )- -||Jk 
Igualando modulos en ombas direcciones equivalent* 

-CI B + 10oc y -10oc z +16/15 = 0 — — - (A) 

I0a x + 10cc 2 + 16/75 = o - (B) 

I0a x -+ I0oc y - 16/15 =0 (C) 

Ademds: Q iA L BA r tf^.BA ± 0 

(oc x + a:y+ a 2 ).10(-4. + J + K) = 0 — -cc x + oc y +oc z -= 0 (D) 
Sesoivfendo el sisfemo A, B. C y D se obfiene: 
oc x =0 \ 

K y " 8 / 75 J CZ = 8/75 ( J - K) "d./ Ses2 . 

OC z =-8/75 / Resp. 




3— .—Hallar la accleracidn de la plancha 
t\ sobre la cuai se encuentra el ciiindro 
mostrado cuyo ccntro G so mantiene fijo 
durante el raovimiento. El rozamiento en- 
tre el cilmdro y la plancha evita el desliza- 
miento. 

Apiicando la ecuacion del movimiento en el eje "x" [F x = m.a] 

F + 'W.Sen15 = m.a o-f = v/Sen.15 - m.a 

Apiicando la ecuacion de momenfos respecto a G. [M =r let ] 



[I] 



Fr 



2 ffj F = m.a/2 

Is a !/2mr 2 (Ver apendice 




Siendo : a = ocr 

Eliminando F de las ecuaciones I y li y dando valoru numerical 
a - a/2 = g.Sen.15 

» 3 .1 • 3 , = 2(32 - 2K °- 253) " 3 = 16.64,.^. R«p 

Un microbus se mtieve en la trayec- 
tona circular mostrada, cuyo radio de cur- 
vatura es p. La scparacion de las ruedas es , 
b y la altura del centra de gravcdad sobre F-+r- f 
el piso es h. Determinar la velocidad con la a M 
cuai debe rnoverse dicho microbiis para que — 
la fuerza vertical de las ruedas interiorcs e 

se reduzca a cero. (Condicion de volcadura). w » * 

Segun . el principio de D'Alamberr el momenta producido per la fuerza 
inercial de su centro de masa sera: 

? m aa = F G -h =» ma.h --, ; _ 

Donde segtfn el diagrama y definiciones : 

^^AA = W(b/2) f m={w/g) 

. * a = (V*/? ) = cceleracion normal 

SusMuyendo valores en !a ecuacion I se obfiene : 



W(b/2) 



nao valores e 




/ 



326.— En el instante mostrado la capsula 
espacial rota con velocidad angular cons- 
tants o> ysu centro de masa se desplaza 
con velocidad Vo en la direction del eje (v) 
an este instants se proyecta un chorro 
de gas cuya fuerza es F, determinar la ace- 
leracion absoluta del punto A situado en la 
penfena de la capsula de masa m y cuyo 

radio de giro al rededor del eje Z es K i — 
la aceleracion absolufa de A esfd d^nida per la ecuacL 

5« • Q 1 ^ °° + CCxr + r) ; >rv 

-gun el diagrama de cuerpo fibre se deduc- W 

oc x r = ccKx C-rJ) = ccim 
J?xCfixr)= QKxfQKx C-rJ) ] = Q 

v * —165 — 



Resp. 
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Aplicando la ecuacion de momentos rsspecto al centroide C ■ 
lM 0 = I 0 OC donde l Q = m.K 2 
- r. F = K. 2 m.oc • cc - - 



_rF_ 

mK 2 



Sustituyendo la ecuacion I an B: 
2 F 



cc x r = - 



K 2 m 




Aplicando la ecuacion del movimiento en el efe Y: 

XFy = m.Q 0 - - Fj = mQ 0 Q Q 

Reemplazando las ecuaciones C , D y E en A se deduce : 

K 2 m . L m J 
327.— El cilindro macizo P pesa 94 Lb. y * 7 7T e i 

csta montado cn el eje CC. el cual gira al . 1 M i ' g 

rededbr del eje vertical 2 por accidn del 
momento M de 30 Lb. pie. .El cilindro pue- 
de independizar su movimiento retirando la 
clavija E. Hallar ia aceleracidn angular del 
armazdn A: a) Cuando la clavija E fija a 
P; b) Cuando E no fija a P. El peso del ar 
mazdn y Ios rozamientos son despreciables. 

a) Cuando E Ra a P= 

Aplicando la ecuacion de momenlos respecto al eje z : 
[i] M 2 = I z cc , donde: I 2 
lz = Imr* + md 2 
Segun la ecuacion [il* 

•~ M !±.+ 3SL - cc 

^ I z 2.68 

b) . Cuando E no fija a P : 
De acuerdo al principio de D'AIembert: 
Luego M= m a. d = Wccdyg .Donde 
Sustituyendo valores numericos : 

30 s t&L / J2.f a cc 

30 32.2 \12j 

334. — El rollo dc papel mostrado de for- 
ma de cilindro sdlido cuyo peso es 20 Lb. 
y diametro 10 pulg. descanza en la superfi- 
cic horizontal. Si se aplica una fuerza de 
6 Lb. en el extrerao del papel o.ue forma an- 
gulo 9 = 30° con el piano horizontal; hallar 
la aceleracidn inicial a del centro del rollo 
y Ia aceleracidn angular correspondiente. El 
coeficiente de friccidn entre ambas superfi- 
cies es 0.2. 



Reap. 

-2 



I« + md J [Por Steiner:] 



11.21 nuL/SnP. 



Resp. 



a= ccd 



= 14.3 nuL/aega. 



= M 

m = W/g 
Resp. 



SOLUCION: 
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En la direccion vertical el sistema estd en equilibria. Por tan to: 

. X Fy = 0 N +6 Sen. 9 - W = 0 

N = 20 - 6 (y) " N = 17 u». © 

Siendo f la fuerza de rozamiento se afirma: 

Segun © • f= p N = 0. 2 C 17 ) f = 3.4 Lb. 

ApBcando la ecuacion def movimienfo en fa dfreccion horizontal: 
XF X = mQ — ■ > -ff 6, Cos. 9 ss nw* 



© 



Segun (2 ) y datos: Q = 



-3.4 + 3 VF 
20 /32.2 



0 s= 2.898 



Aplicando la ecuacion de momentos respecto al cefro de gravedad G: 
Mg- f..o , donde: ! 0 = Momento de inercia del cuerpo. 

Luego: 2Mg = 3.4(5/12) - 6(5/12) = - 13/12 Lb. pt „ (3) 

lo = jmr z = j (20/32.2) ( 5/1 2 ) 2 = 0.0537 0 



© 



13/12 
0.0537 



OC = 20.1 r«d./Seg2. 

fSentido antlhorario] 




339. — La capsuia de investigacion espacial 
mostrada tiene un motor cohete que le pro- 
porciona una aceleracitin lineal de magni- 
tud a en la direccion de su eje. Las tapas 
de superficie b x t se abren automaticamen- 
te como se indica. Deterrainar la ecuacion 
del momento M en funcion de 9, que debe 
aplicarse a la tapa respecto al eje AA' tal 
que Ja aceleracion angular tenga como va- 
lor 0. Las tapas son placas delgadas uni- 
formes de densidad p. 
Aplicando la ecuacion de momentos respecto ai ?je AA 1 - 
2M AA « = I o 0C donde , I 0 . - J mr " 2 { Ver en apendice J 

Adem£s : m = p.b.r j ct = 9 
Por lo tanto segun el diagrama: 

W (§) Sen.9 - M = y(pbr)r 2 9— *M = £rW Sen.9- 5 gbr^Q [{} 
Segun la ecuacion del movimiento en la direccion y : 

ZF y = rrua. — »W=pbra [ n ] 

6ustituyendo (II) en la ecuacion (I) : 

M = j abpr* Sen.9 - | pbr 3 9 * M = pbr 2 || Sen 9 - jr§] 
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355.— La barra ddgada de espesor unifor- 
me y longitud I cuyo peso es W esta soidada 
por un extremo tnngente al borde de un 
disco de radio r, el cual gira en torno a un 
eje vertical que pasa por su centra O . Cal- 
cuJar el momento flector M , la fuerza cor- 
tante N y' la fuerza axial T que ejerce la sol- 
dadura sobre la barra en Ios siguientes ca- 
ses : a.— Cuando la velocidad angular 0) del 
disco es uniforme, y b.- Cuando el disco 
parte del reposo con aceleracion angular oc 
en sentido antihorario. 

SOLUCION: 

Casa a): Cuando el disco rota con ft constante [Ver diagrama] 
La ecuacton de la aceleracion normal de B es: Q n = rft* 
La 2da. ecuacion del movimiento para este punto es.' 

XF n = m.a n =(W/g)a n 



Por fanto, puesto que: 


2Fn = 


M 




N = 


CW/g)rQ 2 


Tomando momentos en G: 


2M 6 = 


N(i/2) = 




M = 




Tomando momentos en O: 


ZM 0 = 


TCr) = M 




T = 


W*Q 2 / 2 g 


Casa fa): Cuando rota con 


oc se tiene: 








En B : XF t = T = m.Qt = m.roc 






T = 


Wroc/g. 


Tomando momentos en A: 












2M A = -M = loOC = 




oc — 




M = 


-Wfcc/^g 


Tomando momentos en G: 




Igoc 









N(f/2)-M i (i/i2)(m-e 2 )cc 



N = -W-eoc/2g 



TRABAJO Y EIMERGIA 



Trabaja : W 



= j F,dx 



+ F, dy + P x dz 



Energia Cinetica, cuando un cuerpo solo se traslada ' (W= T) 

m ( xdx + ydy + zdz ) =. m ( v£ - v A ) 

J ~ 0* f is* in* 

y cuando solo rota: T= -j I r 2 dm = -y = - — 
AIOTA : St el cuerpo rota y se traslada se suman ambas ecuaciones. 



Energia Potancial, AV=V 2 -V, 



; = - f F.dr = - 
* i 



mg(AH) 
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361. — Determinar la ccuacion de la ener- 
gia cinetica total del sistema de las tres 
barras indicadas de igual peso e igual mo- 
men to de inercia (respecto a su centro 
de masa cuya posicion se indica mediante 
los puntos P„ P 2 , P,); en funcion de las 
coordenadas mostradas. 

SOLUCION: 




X 



La energia cinefica total del. sistema esta definida por : 
T = Z^mV 2 * Zr ^.rQ* ; donde n = 1,2,3 
Por lo fanto, considerando que: V 2 



fjj 



X 2 + Y 2 



2 n i.V 2 = |I(X? + + Y/) + f(Xf + y/> 

donde: m, = m 2 = m 3 = m (Condicion del probfemal 

donde: ~I, = I 2 = I 3 = I = Km 

c ... . , , N , [ condicion del problema 1 

Sushhjyendo en la ecuacion (I) los valores deducidos Se obfiene: 



T = ^m[xf+ X 2 + xl+ Y, 2 + Y 2 + Y 3 2 + K 2 C9 2 + 0 2 + £ 2 )] 



Resp. 



w^fffjT 1 ^ pa f dbo!a "Rida mostrada esta 
definida por -la ccuacion Z = ar* y esta 
u! J V. 25 Verti ? al 3 ue _rota con velocidad 
Hh«. ,° la P er f Qra da de masa m resbala 
hbremente a lo largo de la parabola. Asu- 
kSSSV? h , m ° ment0 inercia del con- 
junto es I determmar la ecuacion de la 
energia cinetica del sistema. 

SOLUCION: 



El vector posicion de m esfd definido por la ecuacion; 
r = rj + ZK = N + ar 2 K 




'^rivando rejpecto ai tiempo : 

f = U + ri + 2arf!< + ar : K = V 
Donde: A = <*> X /I = X J = cjJ 

K=wxK = o)KxK=0 

V = + ruJ + 2arrK > Cuyo modulo serd: 

y 2 = r 2 + r 2 w 2 + 4a'r 2 r 2 
La energfa cinetica estd definido por la ecuacion: 

7 s — mV 2 + , Porlotanto: 

T = ~m(r2 + r2u> 2 + 4a 2 r 2 f 2 ) + -|lco 2 Resp. 



366.— Una barra delgada de metal de Ion- 
gitud f y peso w estd soldada por su extre- 

mo a la perifcria del aro dc radio I mos- / ^sz3&*, 

trado. Si dicho aro parte del rcposo cuau- / IN ~\T"T~-/^ I ' ^ iH 



trado. oi aicno aro pane aei rcposo tuau- / /* \T~T~~V— — ~/J_ s — 

do la posicidh de la barra cs perpendicular [~~~_^M\ C / ' rta VT~ 

a la superficie de apoyo; suponiendo. que no V*~*i /| w f'~i — — U • 

hay deslizamiento y que el peso del aro es V / J 31/2 \ f — } — 

despreciable; calcular la vclocidad del cen- \. / S . \ t 

txo del aro luego de habcr rcalizado una , — -^L_____/^_^ \ . / 

revolucidn completa. y*- ^r—^Z^L- 

SOLUCION: 

Lfl ecuad6n que reladona trabajo y energfa entre A y B es: 

AU = AT + AV + AQ - - " [l] 

Donde: 

AU = 0 (No actuan fuerzas externas) — ( A > 

AQ = 0 (Las fuerzas de friccion se desprecian) (B ) 

Calculo de la energfa potendal: M - m 

AV = -W. A H=- 2 m grt fSen.9 Siendo: ^ q <0 

Calculo de la energfa ctnetica: { Parte del reposo ) 

AT = imV 2 ♦ \ Iotf Donde: [ V. - v « ,oddad de ,a varil,a ' 

(la - m ^ 1 2 (Ver a P* ndice ) 
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Ademds por centro insfanfdneo : = ^£ - 0 



4T= i-m(3V c /2) J + Icmf*/12)( V c /{) 2 



V 8 = 3V c /2 



Por tanfo 

Sustffuyendo las ecuaciones A,B,Cy D en Ijeobnene: 
0 



:mV c 2 - 2mgrrt- Sen. 9 



V c = 2 



3*3— La puerta en seccion AB de 200 Lb 
de peso, de 4 x 6 pies y de espesor uniforme 
es sostemda por un entramado de peso des- 
preciable. que esta articulado mediante un 
eje que pasa por 0 como se indica. Para 

SSJS^rS 40 , Lb -/pie; tiene su longitud 
normal. CalcuJar la velocidad angular de la 
puerta cuando alcance la posicion horizon- 
tal por accion del momento T - 600 Lb /pie 
aplicado al entramado a partir del reposo. 

SOLUCION: 

H frabajo y la energfa estdn relacionados por !q ecuacion' 

4U = AT + AV * 

H frabajo producido por e! momento externo sera : 
AU = T.A8 = soo.£ = 300 n ^ plet _ 




ill 

~ fAJ 

La vanacion de energfa cinehca esfard definido par la ecuarfo* 
^ = r I.Q*=:fri c+ md2jQ 2 ^ 

AV = AV e + AVg 

>Vfe»fK.X« = ^) (4Nafciii ^ 

Donde finalmente: 

Q =3.67 rtd./^ Resp. 
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37i. — La cascara semi-esferica de radio r 
mostrada, se suelta del reposo desdc la po- 
sicion en la cual su eje de simetria forma 
unguio 9 con el eje vertical. Suponiendo que 
no resbala, determtnar la velocidad angular 
de dicha 'cascara cuando pasa por la posi- 
cidn de equilibrio (9 = 0). 

SOLUCION: 



Puesto que no actuan fuerzas externas ni de friccion, el sistema es 
conservative Por tanto se cumplira: AT = AV Li] 

Cdlculo de la energia potencial : ( Ver diagrama). 

AV = mg.AH = mg(r/2)( 1 - Cos. 9 ) Donde: AH= (r/2)-(r/2) Cos. 6 

Cdlculo de ia energia cineticc: (El cuerpo solo rota) 

AT = Htt 2 = i(! mr2 K Sfend ° : '° = t mf2 
Sustituyendo en la igualdad. , los valores deducidos se obtiene: 
i m r^ 2 = imgrd - Cos. 9 ) ► Q=^|l(1 - Cos. 9) 



374. — La csfera solida en la posicldn "mos- -r 

trada ticne una vclocidnd dc 2 pics/sejr.. des- t 
plazandoso sobre el piano inchnado 20" res- | . , 

pecto a la horizontal. Determircrr-ia fuerza , 0 * J %c*rp:, 
normal N que se ejerce sobrc;jeIIa_-.cuand» ^ | 




pasa por la posicion inferior A", sfapOniendo 
que rueda sin rcsbalar. \:~^.i.~^=.'— 

SOLUCION: 

Puesto que no actuan fuerzes externas la ecuocion que relaciona trabajo 
y energia se reduce a: AT + AV = 0 [j] 

Cdlculo de la energia cinetica : 



AT - V 2 - v, , • 2 



\ - V, 2 ) + |l,C flz-^) 
Siendo: la = (2/5)mr 2 , Q^ = ° , Qa 3 W<° 

V. 2 / ?\ V,m 



Cdlculo de la energfa pofencial: -| Ver .diagrama j- 

AV = - W.AH 5iendo:AH = 10 Sen. 20 +(10 - 10 Cos.20 ) 



AH = 3.41 + 10(1 -£.34) s 4.01 
AVj= - 480(4.01)= - 1,920 te pj 

Susfifuyendo las ecuacionesA y B en I se obfrene: 

0.865 V 2 2 - 2.5 - 1,920 = 0 * v/ = 2,225 (H) 

Ap/icando la ecuacion de! movimienfo norma! al punto inferior C; 

2F n = m.a n * N - W = mV 2 2 /r 

Susfifuyendo valores numericos se obtiene: (Segiin II) 

480 2,225_ Resp. 



N = 480 + 



32.2 X 12 



*N = 828 Lb. 




7 ^*— En "n descenso vertical sobr/j la su- r 

perficic lunar, Ja capsuta espacial mostrada *Y, f 

desacelera mediants sus retrocohetcs hasta I 20 

alcanzar una velocidad de 6 pies/se<* cuan- ^~<r- 

do esta a 20 pics sobre la supcrficie. Si en 
este mstante se interrumpe el empuje de la 
capsula caendo libremente desde dicha al tu- 
rn; calcular. la velocidad del impacto sobre 
!i JV^rf'oe. (La aceleracion de la crave- I <> ' , i 

dad Lunar es de 5.32 pies/se?.-). V" _ I . 

SOLUCION: 

" r 

Aplicando la ecuacion genera! de la energfa: ^ = 47+^7 q 
Segun e! grdfico y enunciado se deduce: 

AT = H V * " V, 2 ) = f-CVf - 36) (f) 

?X = ~ m5 }i H= -' m ' 5 - 32 K20) = _ 706,4m «s 
= 0 (No actuan fuerzas exfarnas) X 
Keemplazcndo las eeuaciones 2/3 y 4 en ( 1 ) se oblfa* © 
» tn < . < 2 

0 = ( \/ 2 - 35 ) - 705. 4 tn 

V 2 = V212.3+ 36 - V 2 = 75.77 i****. R*P- 
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CAIMTIDAD DE MOV1MIENT0, MOMENTO CINETICO 
y MOMENTUM 



OBSERVACIOIM : 

Algunos de los probiemas resueitos pertenecientes a 
este capftulo se hen extendido literalmente con la finalidad de explicar 
la teoria mediante ejemplos. 

Relacion entre G , Ho y Mo : 

Siendc: g = Caniidad de movimiento. 

Ho — Momento cinetico o angular. 
IVi e = Momento o momentum. 
(G = mp 

G = A (mw) = A (mp) - U . m¥ - ffl 



Ho 



rxmv mm- pxmp 



Mo = r x f a r x m r 

Igtialando:" ( II ) con ( III ) se deduce 
igualando ( I ) con ( III ) se deduce 



/H =pxm r 
\H =s px mp 



Mo a r x m p 



1 Mo = 




1 G = 


' 1 



PROBIEMAS r\£5UcLTQ3 



-finJ 



405. — El pendulo conico mostrado, fcnxu- 
do por la cuerda de peso depreciable que 
con time unido a su extrenio la' esferilla de 
masa m; gtra al rededor del eje Z. Cuan- 
Jo 0 es cons ran te la cuerda que suspend* 
la esferilla describe una trayectoria conica 
de donde deriva su nombre. Usando las 
ecuaciones del momento cinetico demostrar 

que la veiocidad angular 8 es constante y 
deducir la expresion de la posicion 0. 



E! vector posicion r estord definido por: 
r. =: t -Sen. £e r + £.Cos-0K 
Considerando segun el grdfico y el enunciado que: 
. • <fi = consfante 

K = 8K x K =-o 

e r = 9e e 
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Derivamos T : 

r =f Sen. 0e r + { .Cos.0K = {9-Sen. 0e 9 

El momenta angular o "cimStico se define por: H 0 = r X mf 

Por tanto: H 0 = [{ Sen. 0e r + f . Co,0X] X mGf Sen. 0e 9 

H 0 = - m f 2 9 Sen. 0 . Cos. <f> e r + mBf*. Sen 2 . 
Derivando esta expresion respecfo al tiempo: 

W H 0 -mgftS^ . Co , 0 e r - m 9 ? f 2 Sen. 0- Co, <fie* + 

01 Sen 2 .0K 
Ademas el momenta respecta al punto O (fijb) sera: ( Ec.3 Teorfa j 

M 0 = rxF=rxmg = rx mgK , o sea: 
m M 0 = Cf.Sen. 0e r ♦ < Cos. 0K )x mgK = - m gf , Sen . 0e . 

Cons.derando loigualdad: M 0 = H 0 f Ec. 4. Teorfa ) afir mamos 
segun las ecuacionesA y B. 

-mfS.Sm. 0. Cos. 0e r - mdY.Sen. 0 . Cos . tfe, + 

met 1 Sen'.^K = - mg£ . Sen. 0e, 
Comparondo modolos de componenfes iguoles se deduce: 

m9f 2 .Sen. 0 . Cos. 0 = 0 

">e J f 2 .Sen. 0 . Cos. 0 = mgf. S e„. 0 \ £} 

m8< 2 .Sen'.95 =0 _ f 3] J 

Per considers de, m oW miento pendo.a, , vorfa en(re ^ 

&«. ii j ° 0< * < 90 * "* Sen - 0 y Co, 0*0 

5egun ello, de las ecuac.ones 1 y 3 se deduce: 

9=0 * fc A _ 

y - constante Resp. . 

Reemplazando valores equivalents en la ecuacion 2 se obfiene: 

C0S ^= -Sp — 0 = Cos: 1 ^ Resp. 

t8 fQ 2 
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406,— Determinar el moment© de inercia 
resnecto al eje diagonal OM, de la vanUa 
de masa m doblada en angulos rectos co- 
mo se muestra. 



SOLUCION: 




El moment© delnercia respecfo a tm eje diagonal en funcion de sus 
cosenos directores se define por la ecuacion. 

I M =I XX CoS. a 0C + Iyy CoS* P + i Z Z CoS. 2 Y " 

2[l xy Cos. *• Cos.P + I xz Cofcoc. Cos. Y + Iyz Cos. P. Cos. y] 



Donde: I xx , I yy ,I 2Z — * Momentos de Inercia: 
Ixy >lxz .fyi — Productos de fnercia: 
cc ,(3 ,Y * angulos directores 

Del grdfico se deduce: 

OM = bJ + bJ + bK 

Se observe que sus numeros direcfores son iguoles, luego sus cosenos 
directores rambien lo son. 

Cos. a =' Cos.0 = Cos. Y = -j^j = 7" < A > 

Aplicando el teorema'de' Steiner se deduce los momentos y productos 
de inercia de Cada una de las partes. 

Momentos de Inercia. 

ixx = «'xx + 0 + (i mb2 ) + ii mb2 + m ( b2+ 7) 

= i mb * 

= |mb 2 

Izz = XI zz = 23I 0z + m d* z = jmb 2 + ^mb* + mb* + 0 + j mb* 



= |mb 2 
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P- oducfos de Inercio. 







xy 


md Y d v 


= 0 


+ 


mb 1 




— 2^ mo* 


xz 






md x d z 


= 0 




0 + 




= ~mb2 






s 2I 0y2 + 


mdy d 2 


= 0 


+ 


0 + 


jmb 2 


1 , 
= jmb 2 



ComiderondoArlaecuacidnde ^ factorizada sera: 



Reempfazondo volores; 

! " = fmb»+ fmb>- 2 (§ mb i + i mb2+ l mb a)J 
I M = fnb*( 6 -5) . I M = 1 b 2 



Resp. 



4U.— Tal como se muestra, el semicilin- 
dro circular de masa m esta rotando aJ 
rededor del eje z con velocidad angu- 
i SiiL-" 2f tenni,,ar el m omento angular 
o cmetico H respecto a los ejes mostrados. 

SOLUCION: 




-I 



- *xy 

Iyy 

- Iyz 

Ooservando el grafico se deduce 



L yx 



( ^x 



Q 

Donde ; Q 



OA + Oj + Jl z K 

0 ; Ay = 0 ■ fi 2 = fl 



(A) 



Cort jiderando estos vafores (A) fas componentes de H segun la 
m*.r.z tiiGiv'&da quedaran expresaaas por : 
Hx —OH 



= 0 
= 0 



txzfl J 



Aplicando el teorerna de 



- h 

u 

+ 

Steiner en la figura se obh'ene: : 



(B) 



= 16, 



mdxd, - 0 . 
md,d y = 0 + m^C r 
[Ver apendice] 



Reemplazando estos valores en (B) 
2 (2c + b)mril 



3fT 



Ei vector H = 



2 



*)(*) 



+ H Y J + H Z K sera : 



H = snrii 



-2(2x_+_b) 



Resp. 



417. — lil disco circular uniforme de masa 
m v radio r esta montado sobre su eje que 
pivuta cn O, al rededor del eje vertical Z. 
Si el disco rucda sin deslizamiento sobre 
la base circular fija, realizando^ una revo- 
Iceion completa al rededor de esta en un 
ticmpo t; determinar el momento angular 
o cinetico del disco respecto a los ejes x, 
y, z mostrados. 

SOLUCION: 




Lavelocidad angular absoluta del disco sera: 

ftxyz = # . + fl) 

Considerando datos del problema y el diagrama se de duce: 

2" , c _ a . JL : cos. 9 = J^EZZ 



Sen. 8 * -f 



Q = ^K 0 = a[ Sen. 0J + Cos. eK] = J + 



2ff VR 2 - r^ , 

7R ■ 1 



— 178 — 



r— • y r 

Susfiiuyendo en la ecuacion I los valores deducidos: 



^xyz " I > R y r j J + 



2fT Vr 2 - r z ' 



(II) 

Segun !a mctriz de transformccion del problema 411 tenemos: 

H x = Ixx-ftx - Ixyfly - Ixziiz "\ 

H y = ~Txy£x + Tyyfly - Iyzi2z 1(A) 

H 2 =-Ixzi2x - Iyzliy -f Izzflz J 

Segun H * H x - o 

Los momentos y productos de inercia del disco son! 
Iyy = |-"ir- 

izz = 



1 



[„*- r'J 



4 

r X y = tv-r = i y2 = o { Por simetrfa} 

Reemplazando valores en el sistema (A): 



Hx = 0 



Hy = 0 + 
Hz = 0 - 0 + 



rrr £ m 



r [* " f ] 

Rr L 4 r2 



Sumcndo y slmplificando las componenfes del vector Ho final- 

mente se obtiene: 



Ho = 



■42J.— La cascara semi-cilindrica dc masa 
m. radio r y longitud b, esta rotando al 
r;?dedcr del cje z fi jo en su extremo corao 
£e muestra. con velocidad angular constan- 
ts ft . Caicular ei momento angular o ci- 
n-ftco da la cascara respecto a les ejcs 




La velocidad angular absoluta del cuerpo segurr se observa es: 
ff 0 = 04 + OJ + flK 

O sea: 

Qx= Oy = 0 ; Qz = Q [i] 

Considerando la ecuacion I y la matriz de transformacian : 

{ H xyz} =[l] { ^xyz} desarrollada en el problema 411 se obtiene: 



h x = - ixz.n 

H y = - lyz.H 



® 



Hz= izz.n 

Segun la figura siendo 6 el centroide — -QG=2L. .considerando 
el teorema de Steiner se deduce: 



I zz = I zz + md 1 



Ixz = Ixz+ ™4 x d z = mr - - 
lyz = lyz + mdydz = m (^f-)(-j) = • 



= mr a + mr 2 = 2mr 2 

mr b 
2 



mrb 

A : 



Reempiazando estos valores en la ecuacion 



Hy 



mr b 



n 



Luego considerando 



H z = 2mr 2 a 
Ho = H x 4 + Hy J + H z K 
Ho = "»r 



se obtiene: 



422. — La cascara semi-esferica de radio r 
y masa m estd soldada a un eje sobre O 
como se muestra. Si la base circular gira- 
toria esta rotando al rededor del eje ver- 
tical Z.con velocidad angular 12 y la cas- 
cara esta rotando al rededor del eje X con 
velocidad angular <p, ambos simultanea- 
mente; determinar el momento angular o 
cinetico de la cascara en funcibn de 0. 
respecto a los ejes x, y, z. 



SOLUCION: 
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SOLUCION: 

Segun opendice: OG = d y = r/2- 

LC ve ' ocldQd °nguiar del sisfemaes: 

$xyz = Q + 0 = ft(Cos.0K+ Sen.0J) + 0,< 

En consecuencia: 




(B) 



l -0 (A) 

- S.0 

*m ***** , ransformocidn Kz} =[[]{M seafirmo 

H y =-Iyxk + I yy fl y - I yz Q z 

Del diagroma se deduce: {ver opendfcs} 

Mementos de inercio: , . . , , 

j 'm ■ 8wVi W 

<« " l„ ■ I. +.md* - swfc + mr2 . 5mr ^ : [nj 

Productos de fnercio : I»„ = I - n r , 

. , _ „ ** '« 0 - - fill] 

lyz - 0 + mr(-r/2) „r - i, 

* hz - - mr J /2 fIvl 

***y««fo la, ecuaeiones • 

f> U, iii, y IV en B . 

H x = 5mr*0/3 

Hy = (S/3)mr»R Sen0 + (,/ 2 ) mr2 Q Cqs ^ 
H 2 = OfcwQ Sen0 + ( 2 / 3 , mr 2Q Cos ' 0 
Con S ,-de rondo que Ho -H X , +Hy j + H 2 K se obHene: 
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MOV/IMIEWTO OSC1LATOBIO O VIBHATORIO 
Conceptos Bastcos. 

Movimiento Armonico: Es una forma simple del movimiento periodico. 

Se representa mediante las funciones Seno 
o Coseno. 

Observation: Todo movimiento armonico es periodico, pe- 
ro no todo movimiento periodico es armonico. 
Relacianes entre : u — Velocidad angular constante. 

f = Frecuencia angular. 
X = Perjodo de oscilacion. 
Un ciclo completo se cumple en un periodoT Por tanto: 

2rr rod. = UT rad. Oj =-^=27Tf rad./Seg. 

Donde: t « l/f Seg. f = 4. = ^CidosSeg. 

Ecuacion general del movimiento Vibratorio para una particula 
con un grado de libertad. . t -xx 1 — x 

mi = F a ♦ F r ♦ FCO fe r=== fl^ f ft) 

Q onc j e . Fa = Fuerza de amortiguamiento = — cx = — cV 

Fr ss Fuerza de resorte = — Kx 

Ft = Fuerza externa aplicada = FoSen.Gat 
c — Coeficiente de amortiguamiento viscoso. 
K = Constante recuradora del resorte. 
Para estas, condiciones en las cuales ei resorte es lineal, el amortgua- 
miento es viscoso y la fuerza es funcion armonica; la ecuacion gene- 
ral en referencia quedard expresada por: 
m X + C X + K X = F 0 .Sen.cJk 

X + 2nX + P 2 X ~ F.Sen. cot | Ecuacion general 



En la aplicacion de esta ecuacion se presentan los sigulen Fes casos*. 
Primer caso : Oscilaciones Libras no amortiguadas. 
Segundo caso: Oscilaciones Libras amortiguadas: 
Terccr caso : Oscilaciones Forzadas no amortiguadas. 
Cuarto caso : Oscilaciones Forzadas amortiguadas. 

— 182 — 



OSSEaVAClON : Para e! primer caso la fW^ <\e> ^ +■ 
y la fuerza extern son „ u „, r^^f^Z^TZ 
ecaacion diferencial : ^ + p 2 x = o 
O por analogfa : g + p2Q 



9 

Puesto que: 
Y donde : 



o 

rr 



p =\/^ 



U ^° do . lo s conceptos de trabajo v 
enexpa, deducir Ja ecuacion de la pij sa - 
cion p para un movimiento armdrico 



X 
P 



r9 



SOLUCIOAT: 




«9. I 

Ffg. iif 

De la figure («) S e deduce: 

Py «fo que el moWmfente es orm™ ^ = dn9Ul ° de f ° 5e 
« despreclabie. Par fante: ' ^ OSCff ° don « 

P&quenas a' 

X sb B. Sen. pt 
Para el punf o inic ; Ql A se wmp|e _ 

ruesro que no acfuan f — ~~ 
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467.— Determinar oara cada caso mostia- 
do (Resortes en serie y paralelo), ua rasop 
te equivaisnte de cronstante recup;?rado- 
ra K, que Fermi ta oscilar a cada peso con 
la frecuencia original. 

SOLUCION; 



Para las resortes en paralelo: (Ver diagrama} 

Sea X = unidad de desplazamienfo [A] 

K = Consfanfe equivalenfe. 
Puesfo que (os resortes son parafefps ia elongacion X es comun para 
amfaos y la fuerza ejercida por cada resorte es: 

Fi = K, X ; F 2 = K 2 X [I] 

Pero segun se observe en el diagrama de cuerpo fibre: 
F = F, + F 2 

y segun la ecuacion (I): F = K, X + K 2 X = X( K, + K 2 ) [II] 
Se sabe ademds que fa consfanfe K es la fuerza que ejerce un resor- 
te por unidad de desplazamienfo. En consecuencia segun (A) y (II): 



K = 



X(K, + K 2 ) 



1 K = K, + Kj 



tq.q.d. 



X X 
Para los resortes en serie : {Ver diagrama} 

Sea X = Elongacion total de ambos resortes cuando actua sobre ellos 
una fuerza F, que suponemos se distribuye uniformemente en ' los resor- 
tes durante una unidad de desplazamiento. pj 
Por tanto: X = X,fX 2 . Siendo X, y X a elongaciones de cada resorte 



y donde segun la afirmacion (I): 



F/K 
F/K, 
F/K 2 



pq 



Susrituyendo II en la ecuacion anterior y eliminando ef termino comtfn: 



K 

± 

K 



_F 
K. 

J_ 
Ki 



_F 
K 2 



+ — 

K 2 



K = 



Kj K 2 
K, + K ; 



L.q.q.d. 
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468.— El anilio circular uniforme de ra- 
dio r oscila con pequeiia amplitud suspen- 

Sft&JZ honzontal - Ha ! iar el *33> 

SOIUCION -h \M 

Aplicendo la ecuacion de mementos respecto al eje fij/de rotation 

que peso por O . (Ver diagramo de cuerpo libra) 

[ZM 0 = I 0 cc] -mg(r.Sen. 8) = I 0 9 _ w 

Donde:/. = Memento de inercia respecto a O . (Ver Apendice) 

Por Steiner: l» » I» ♦ mdf = mr 2 + mr * = 2mr * fAJ 

Ademas : Sen. 9*9 {Se trata de peguenas amplitudes, fBI 
Sustituyendo A y B en la ecuacion I se obtiene: 

-mgre = 2mQ V — . Q + [g/2r]0 = „ ^ 

La ecuacion diferencicl (II) pertenece al movimiento oscilatorb libra no 

amort,guado cuya forma es: 8 + p*Q = 0 

Por tanto, segun se observe en C y II: p 2 - r a/2r 1 ""' ^ 
Se afirma que pera este tipo de movimiento la PulsaionT' es 'iaS 
-«J*d a I o ; e»ocldod ang u lar » . Por £ seal D ! 
aon del penodo de oscilacion sera: 

aiambre de Wi£S it d/& nt ° medio a 
aa polar J v mSSSAr ™ om <?nt° de iner- 
siderando que "3 iomtntn S " C ^ G ' 

SUio de torsion© determ P in°P 0r ? 10IlaJ aI 
oscilacion de Ja bar^ ™ J" ei - P eri odo de 
">rno a, e ?e del *ffibS£ nd ° &t * rota en 
SOLUCION: 

Por con d'cidn del probfema v reshtencia A. » : , 

*- w, „„„„ : „: > :™ * • d —* 




»■[*]•■ 



come se ilustra. Per tento ° ° PUeS '° °' del ^ 
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[X M 0 = I 0 a] — - - M = I 0 9 -[-<*4 8 - M - M 
Comparando I y II se obtiene: 

JG9/L= -m€ 2 9/12 — § +[l2J6/mL? 2 ]e = 0 [A] 

La ecuacidn diferencial (A) correspond, a oscilaciones libres no amor- 
tiguadas cuya forma es : 0 + P 0 = 0 

Por tanto segun se observo en (A): P 2 »[l2 JG/mLt 1 ] — t B 
Ademds pora este tipa> movimiento la velocidod angular U es igoal 
a la pulsacion P y la ecuacidn del perlodo de oscilacidn es segun (B): 

482.— El resorte mostrado de constante K 
csta unido directamente al amortiguador 
viscoso co mo se indica. Si se sueita del re- 

poso con un desplazamiento Xo medido i , » % I 

desde la posicidn de fuerza cero, y despre- pjl — *— fiNjtsf*—— 1 
ciando la masa del sistema; ballar la ecua- I"—-* * 1 

cion del desplazamiento X en funcion del -ex -K* 

tiempo t cmpleado desde que se sueita. 

SOLUCION: 

Por condidones de! problema : [X - X 0 ] ~ °J 

Puesto que la masa del sistema es despredable la ecuacion del movi- 
miento del sistema serd: . 

{ C = Coeficiente de amortiguamiento 

M CX + KX = 0 SiendoiJ viscoso. 

( K = Constante del resorte. 

Desarrollo de la ecuacion diferencial £1] ^ 

Sea: x = Ae rt - r 

rt ~~ W 

Denvando: X - Are — " 

Sustituyendo B y C en I se obtiene: 

CAre rt + KAe rk = 0 

Cr * K =0 - r = -K/C PI 

Ademds considerando las condiciones iniciales (A), la ecuacidn (B) se 

transforma en: 

X 0 =Ae°=A(D * A = X 0 -— W 

Sustituyendo D y E en B se obtiene e! de splazamiento bus cado: 



x = x 0 e c * K/c)t * 
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X = X Q e 



-Kt/C 



Resp. 



en torno a 0, de bS ? S r oscilaaones 
ac el peso W como J? L T que comie " 

JTltud f es tal que nerrni£ „, , I la Ion 
tc en equilibrio enh^ e * brazo es- 
La masa del resort • « \ cto ? h °nzontai. 

SOLUCIChV: 




Segun se observa en el diagrama de cuerpo libre, Para un plena 
desplazamiento angulcr 9: H«jueno 
La fuerza ejercida por el resorre serd: 

Fr = — (<X = — k. b0 [X =. dlftrenelal d. arco] 

La fuerza inerciaf producida por el peso W serd: 
F g = -m.a, » - ( w/g)(f 9) = - w (0/g 
Apllcando el prfnapio de D'Alomberf , considerando que c y Fg son 
Was ^aies fences mom en*s respecfo a oi V~J 

— (wf%) f + (k.b0)b . 0 

-Luego: 



rAi 



. ® + (gkb'/wf*) 0 = o 

^ lo *nio seg/n (a^ 0 "" ^ °° 

P* D _ b 

p — f \/ gk / w r B i 

^e Pesla pulsaddn , ^ consecu3ndQ ^ nafura) serd: 

f = - 



27T/P 



P 

2rr 



Susritayendo (B) 



f = 



j 1/gkTw 



Resp. 
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Rujo Estacionario 

Cuando la ccntidad de masa que entra en un determinado volumen 
en la unidad de tiempo, es la misma que sale de dicho volumen en 
a unidad de tiempo. 

(Am) Vt + ^F. At = (Am) V a 

MASA VARIABLE 

Siendo * 

5F = Fuerza resultante de todas las demds fuerzas que actuan sobra 
la masa en direccion de su movimiento. 

m =s masa del cuerpo en cualquier instante. 

m' = Variacion de la perdida o ganancia de masa. 

V = Velocidad del cuerpo en cualquier instante: 

U ss Velocidad relative 
Se afirma: SF = mV - mU 2F + 



dm 



d\I 



J U= m — 

dt dt 




520. — El helicoptero mostrado de peso W 
se mantiene suspendido en el aire debido 
ai flujo de aire que comunica hacia abajo 
su rotor. Despreciando la energia por efec- 
to de rotacion del aire, elevacibn de tempe- 
ratura, etc. Determinar la velocidad del ai- 
re dada por el rotor hacia abajo y la po- 
tencia que debe desarrollar el motor, si el 
radio del chorro es r. 

SOLUCION: 



La masa de flujo de aire que entra es igual a la masa de flufo de 

aire que sale: 

Por tanto : rrii = rn s 

donde / m * = masa ^ e particulas de aire que entran. 
' m * = masa de partfculas de aire que salen 
El impulso en un dt estard definido por la ecuaddn: 

Z F.dt = dm ( V 2 -V,) 

F =^( V ,_ Vl ). 



ZF = m' (V*— V t ) [A] 



Segun el enunciado : 

Vi — 0 = Velocidad da •ntrodo = Vtlocldad d.l halico'ptero 
Y» — V as Velocidad da saiida del flw|o 
A 2 = TT r 3 =s SoecJ6n d.l flufo da mlida 

Ademas: m 1 = masa que drcuia en unidad de tiempo. 
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Segun(B):. m , ,{(>A,V,- p Al vj = f (n r*) V-,0 = p<rr r* V [C] 

Aplicando la ecuacion del movimienfo en el eje vertical . siencfe: 
W=s Peso del helicopfero 
S» Fuerza efercida por el motor 
E Empu[e. 

ZF= W 4- S — E 
Pero: puesto que el aparato estd suspendido : S = E 

ZF = W + S- S *ZF=W p] 

Sustifuyendo (B) , (C) , (D) en (A): 

W= ?Trr 2 V( V — 0) ^ | y = J _ 

De la ecuacion de la aceleracion se deduce : 



<ft dx dt dx " a = 



Segun la ecuacion de la fuerza, e infegrando: 



f = m. a = m . *g _ F j" d ' x =m .J v dv 



Fx 



*- F _ m.v 

De la ecuacion de la potencia: 2x 

P = —=51* _. mv 2 . x _ m v ^ 
t t 2tx - IT 

Sustifuyendo la ecuacion (0) y la veiocidad se ofatiene: 



2 [r VtTP J — [P-27 VIFP 
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5Z' : .).-~ La cadena mostrada >!■: Icr.jitud ty 
peso ji por unidad do Iongiiud esia fija en *j 
5ti extremo A. Su otro extremo se sueita a 
partir del reposo cuando X = 0. Determi- — T. 
aar !a tension T que ejerce la cadena ea el 
•joporte A, en iuncion de X. 

SOLUCION: 



T 



r 

"TTTi 
_ jj_u 



El diagrama de cuerpo Libre (b) representa fa porcion de cadena 
de la derecha considerada como si estovrera ganando masa. Por fanto 
el peso lotal de dicha porcion sera : 

mg = w = u (x/2) 

* V ' f^-pwo por unidad d. longlfud.J [j] 

La ecuacion del movimiento en X deberd cumplir la condicion: 

dm ., . dU . 
ZFx=mv+mU=mv4- U = mv + m ^- = m ( v + U ) [A] 

donde U es velocidad relafiva cuyo^valor es: 

U = Vs" - V* = V — 0 = V [?uatto q«c cir.a maw a parfir dtl rapoio ] 

Oerivando : 

U tsm V = a r i rm 

o |acei«raeidn do la gravadad.J - -— — — L J 

Sustituyendo I y (I!) en ia ecuccion (A) 1:3 obfiene:. 

ZF * = ir (g + g) = 2w = 2 (/l-f ) = ux_ [BJ 

Psro segun del diagrama: 

S F x = T ~ VV = T -u — [ c l 

Igualando las ecuaciones B y C se deduce ; 

t * 3 u x 
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334.— El cohere de combustible sblido que 
se muestra . describe una trayectoria rSta v 
horizontal (Respecto a la Tierra) en el ins- 

tame representado. La presidn media en el ^^cv^ g — 

area media A* del chorro es P f y la velo- fP^^P^TT' 



$55 h . S Uirzas aerodinamicas pro- • ^^td^-^ 1 ^^ 

ducto de las resistencias por friccion ira- " ^^ ^ 

vitacron y otras presiones particular^ ?P ms 
se represents por las fuefzas R y T su- 
puestas constantes. Considerando que el co- 
here parte del reposo determinar su velod 
dad en funcion del tiempo. 
SOLUCIOX : 

Pcrc mayor claridad del problemo se mdica .en el grafico las diferen- 
fss fuerzai acruanfes. Ap lkando la ecuacion de cantidad de movi- 
mienro en ?l eje X se obriene: [Ver diagrama] 

ZF. dt = dm.(AV,} — £F = m' (AV.) 

= mv 4-m"v-m' (V - U) _ r A j 

Siendo ( Uj la velocidad relativa del gasto de combustible. 

AdSmdS nV = - f .UA 0 [P««'o <«• to MOM .„C dl.minuy.ndoj 

SosKfuyendo esfe valor en (A) y simplificondo se obriene: 
PA.+ R+T.-f f.U A. (V - V -h U) = m V 

V=(f.U«A. + PA. +R +T x )/m. 



Pero; 
Por tan to: 



i V = dv/dt 

I m= - P-UAo 

J" dm = -p.UAo f dt 



[C] 



n , (m " me) = -PUA.(t-0) — m=m 0 - P .UA 0 t PJ 

Reempiczando (C)y ffl| *„ , 

ei o,ef acfo p J fi ll^Jj ^ 6 mf '*™<*° ****** aue 

fdv = (p.U 2 A e +PA 0 +R+ t x )/" Jt 

<v.o,- (^A. +P A.. R+T<H : l/p . u/guK _ PUA>t] 

* ""™o c =mbiando el , gno 0) , oga . fmo y simpi . flcando ^ obfjene: 

V = [U + ( PA 0 * R * T . ),P.U] L„ fl/ (m .-pUA.t)J Resp . 
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535.— El avion de masa m mostrado se 
desptaza libremente con velocidad Vo en- 
.pnchandose on un dispositive f 
fos extremes de dos cadenas pesadas de 
longitud L c/u. y masa M unidad de 
SSmuL Despredando el frenadc , nor i roz* 

micnto de la cadena. sobre el sudoj ' otras .^^^^^^ 
icsistencias al movimiento, determmar la «_ T . 0 , 
veiocidad a del avion en el instante en que ^^J^ 
sc pone en movimiento el. ultimo »-" 00 ~~^7~^ 
dc la cadena. Hallar tambien la expresion 
de X en funcidn del tiempo t medido des- SOLUC iON- 
de que se pone en contacto con la cadena. SOLUCION. 

Un instante antes que el ultimo eslabon se mueva hacia la derecha 
la fuerza de tension T es cero , en consecuencia ei sistema es con- 
servative puesto que no hay fuerzas .externa*. Por lo tanto se cumplird: 
ZF X = mv +• rh, U = 0 p 

m O tambien: m ±&&. $D- U = Q . m.dv + m t dU = 0 [A] 

at at 

Donde: m= masa en movimiento del avion. 

m.= masa en movimiento de la cadena: =jjL+mL = 2u.L 
V = Velocidad del avion C Va "° d - : * * vj 
U = Velocidad de la cadena relative al avion. 
Separando^variables e integrand© la ecuacion (A) , considerando 
qye los eslabones parten del reposo y alcanzan la velocidad del avion: 

ml dv = — m, I dU 

m(v-v 0 )= — m,(v-0) — - v = mv 9 / (rn + rm) LJ 
Sustituyendo el valor de m f se obtiene: __ Va 

l+(2jut/m) 

Caiculo da x : 

Para un recorrido X la ecuacion (B) tendrd los siguienfes valores: 

L= x m, = m x 

V = d x/dt m = m 

Por lo tanto segun (B): V(m t -l-m) « mV w 

dx (px -t- m) = mVo. dt 

X t 

Integrando: J (pc + m )dx = mV 9 Jdi 
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T *- mx-mVf(t-O) _ 2L i .£x_mv 1 t_ 

Facforizando se obtfene: ^ ( 1/2 ) 

ECUACIOIUES DE ^CHANGE'S 

icon (q,, q t , q ,) coordenadas aeneralbnrl™ ■ j 



r , « '»'-/ » etc. 

MuiHpK can r la p r; ; e ~ "Icon * 
«e ofirmo: * •* 0 < P<" derivodos parciafes 



£Xe^^^X^-^«^ 
el fraba,o total efecfuado po l«L« « A* d,v ' d 'endo por * qi 

de una de las coordenadas Un d «P^a/T,f e „S 

° Sea; •• * * + /? ,£ + F & 
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Segur lc formula para diferenciadon de un producto .se afirma : 

* dqi " dt\ dqx) ' dt\dqxi 
Similarmente a ( II ) se deduce : 



dx 



dx 



dx 



dqr 9qz d H* 



[A] 

IB] 
[C] 

PI 



Aaemas: 3?iW **« 

Sustituyendo las ecuaciones (B) y (C) -en (A) : 

Pero lo energia cinetica de la particula es : 

T=-Im (x'+/ + z') 

Por lo tonto, la ecuacian (D) , simplificando <fq. se reduce a i 
dl\dqx) tyi 

Que e S la ecuacian de Lagrange's en funcian de la energia einetie,. 
|\l OT A : Similarmente se deduce las ecuacianes en *££ 
Ho" A r « ecuacianes 

JT-ctJ?-- ««?*t « ««* PO-cia,Vpar definicion 
se afirma: Q n =r - ( 3V./_aq») 
Y la ecuacian de Lagrange's toma la forma : 



dt \dq,/ dq, 



Que es la ecuacian en funcion de la energfa Potencial, donde 

L = (T - V ) [F«nci6« langragion- • Pot.ncial cinitico M **».*•.] 

549.— La barra uniforme de masa m y Ion- 
zitud I, adherida a los resortes iguales de 
Sonstante recuperadora K/2 cada uno; osci- 
la en el piano horizontal como se mdica. 
Deducir las ecuaciones diferenciales de su 
movimiento para pequeiias oscilaciones an- 
gulares y lineales en la direccion transversa 
a la barra. 
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SOLUCION: 

Puesto que e! sistema es conservative es factible apiicar la ecuacion de 
Lagrange's en funcion de: L==T — V 

La ecuacion 6a la energia cinetica del sistema es.' 

T = imX 2 + ^I G 0 2 i donde I G = ^m< 2 { Ver apendice j 



2' 



T = jmX 2 - ^jmf'e 2 [r] 

La ecuacion de la energia potencial del sistema segun el grdfico es', 
V = ~-KX 2 "+ I[CCX - X,) 2 , Donde: k- |+| = K-J-- (H) 

X,= J0 fori 

Por tanto; sustituyendo las ecuaciones I , II y III se obtiene." , 

L = J - V = im(x 2 + ± f 2 e 2 ) - (KX 2 - iKf X9 + ^K{ 2 0 2 )[IVJ 

El sistema tiene 2 grados de libertad (9, x ). Luego : 

para la componenfe 8 se obtiene: ~ f— } - iL - n (A) 

rft I ae / 98 

y para la componenfe x: A. ( £k ^ 

Segun [IVj: ik = - 2KX + I j^Q 

_d_ / 9L \ _ d • , 
dt V 9X/ 3T mX) =mX 

3L 1 „ i , 

Sustituyendo en (A) y (B) | 0 s valores deducidos se obtiene: 



J-0 (B) 



{ 



mX + 2 KX - Ky s 0 
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SOLUCION: 




756.— La esferilla perforada de masa m se 
desplaza a lo largo de la trayectoria de la 
espiral conica mostrada, regida por las 
ecuaciones: p = aZ; y 0=-bZ, donde a y o 
son constantes. Usando las ecuaciones de 
Lagrange's determinar la ecuacion de su 
movimiento. 

La posicion de lo esferilla estd definida por el vector: 

r = pCos..<?A + e Sen ' (?;>J . 1 ' 

Luego : 

rrr aZCos.(-bZ)A + aZSen.(-bZ)J +ZK 
Derivando ambos miembros y exfrayendo modwlos: 

r = [aZCos.(-bZ) + aZbZSen.C-bZ)] A + 
• [aZSen.;-bZ) - aZbZCos.C - bZ )] J + ZK 
r 2 = [aZCos.(-bZ) + aZbZSen.(-bZ)] 2 + 

[aZSen.(-bZ) - aZbZCos.(-bZ)] 2 + Z* 
Donde: r- + aVZ'f *JV-rU* + 1**« > W 

Aplicando la ecuacion de Lagrange's: 

r Al f *L\ - Jl = F, donde : T = | mV 2 = | -MM 
' , _ T - imz'Ca^+i + a 2 b 2 Z 2 ) 

Segun la ecuacion I : 1 - 2 

[ B ] |T" = mz(a 2 + i + a 2 b 2 Z 2 ) — ^^(|r) <= 

mZ(a 2 + 1 + a 2 b 2 Z 2 )+2ma 2 b 2 ZZ 2 

[Cl II = ma>b*ZZ 2 

Ei metodo de Lagrange's desprecia la fuerza de contacto entre la esfe- 
rilla y la espiral. En cbnsecuencia el unico trabajo que actua en la . 
direccion Z es el producido por la fuerza grav.tctor.a ( - mg ): 

[D] 5W = F Z .JZ = - mg.JZ + Fz = ~ mg 

Sustituyendo las ecuaciones B, C y D en A se obtiene: la ecuacion del 
movimiento de la esferilla. 

m ZCa* + 1 + aVZ J > + 2ma'b 2 ZZ z -maVZZ J = -mg 
ZCa*+> + a 2 b'z 2 ) + ' ma 2 b J zz 2 = -g 
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j 757.— La semiparabola rigida mostrad-i 

defmida por la ecuacion Z = bi* rota al r* clon ndlaI r - asumiendo 0 = 

^1 eje Z que pertenece' al sistema' constante z 

^fn^i d l n ^ aS ^ Ue se des P la ^n con la pia- 

taforma en la direccion del eje (y) respec- 

to a sistema fijo X,Y,Z con aceleradon 

constante a. La esferilla de masa m res 

bala hbremente como se muestra por ac- 

aon de la fuerza gravitatoria. DeterSinar 

la ecuacion de su movimiento en £™™ c 
Similarmente al probiema anferior se deduce: 
R = S + r + Z [Posicion absolufa de mj X 
R = SJ + >( Cos. 01 + Sen.0J)+ b r 2 K ( Ver grdf/co ) 
Derivando respecto al fiempo y ordenando ferminos: 
R =CS + rsen.0 + r<p Cos. 0)J +(r Cos.0 - r0 Sen.0 U + 2 brrK 
Transformando a escalar: 

R _ r i+ r =02 + g2 + 2|i ss en .0 + 2rS0 Cos.0 + 4bVr* fr] 

WHuy^fepj en la ecuacion de la energfa cinefica 
ademas que ; 5 =at 

T = 1 mfrz -r r 2 0* + aV+ 2at - Sen ^ + Cqs 0 + 

Luego: 3T r • _ 

sT" = m L r< P + at0 Cos.0 + 4 b 2 rr 2 ] — — fAJ 

= m[r + at Sen. 0 + 4b 2 r 2 r] 

dT (ff) =m f ? + a Sen '0 + 3t0 Cos. 0 +. 4bVr + 8b 2 rr 2 ] 
El trabaio product de la fuerza gravifafona sera" 

*W=-„.^ 2| Pero Z=br >_ «. 2b(i i r 
<SW =-2mgbrir = e £ „ _ 

SusKtuyendo las ecuaciones A B y C en l„ • J ' ' 

'" yCen la ecacon de Lagrange's: 

- obriene lo ecuaaon del m0 v im ien f o InlL. O ^ ' 
4^ ^Sen.0 + at 0Ca,0 + 4bW + -mj^ + attfCos.^ 

4 b 2 rr 2 J=-2mgbr 

r (. + 4bM) +r(4b2r2 . 02)+aSen0 = . 2rb9 ^ 
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758.— El collar de masa m resbala Hbre- - » J _m a 

mente a lo- largo de la varilla que esta gi- rp=£pj 1 w " u 

rando en torno a un eje horizontal que r 

sa por O. El momento dc inercia de la va- - 

rilla respecto al eje 0 es I. Si el collar y -[g ^ - g 

la varila parten simultaneamente ael repo- ri J^^g&h*-^ 

so cuando fr = G, y X = Xo, determiner las - / 6 ^OpT^^Sa^ 

ecuaciones diferenciales que e.ipreserr su r^- x ^ Lx fy^J" K 

movimiento. ^ jb\ 

SOLUCION: T<"3 
EI modulo de la velocidad del anillo en coordenadas polares es^ 

v 2 = v r 2 + v 9 2 = x 2 + x 2 e 2 

La energfa cineti.ca del sistema esta" deflnida por la ecuacion: 

T = ImV 2 + ll8 2 = ^-m<X 2 + X ? 0 2 ) + ±19* - W 

Aplicando la ecuacion de Lagrange para la direccion 9: 

A- ( il\ _ zL f . Donde segun la ecuacion [i] : < A ) 

dt V3 0/ 30 9 

JL (£L\ = ±(mX 2 0 + 19 ) = 2mXX0 + mX 2 9 + 18 ■ — fa] 

si . fad 

89 

Por consideracion de trabajo virtual se deduce: (Ver grdfico) 

F a U9) = mg(XCos.0.i9 ) F 9 = mgX. Cos.0 P7J 

F X U9) = mgSen.0U9) ► F x =mg.Sen.9 [V] 

Sustituyendo II ,111 y IV en la ecuacion A y simplificando se obtienei 
fk + X 2 )§ + 2XX9 = gX Cos.9 ^ 

Sirnilarmente para la componente X se deduce: 

JL(JT) = A (m x) = mX . |L = mX0 2 
dt V3X/ dt . 3X 

Luego considerando la ecuacion [V] se obtiene: 

±(*L) ~ — - f * X - X9 2 = g.Sen.9 *esp. 

dt \3%J 8X * 
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759. — EI sdlido P mostrado que soporta 
ai pendulo simple de masa m v Iongitud £ a. 
oscila nonzontaimente de acuerdo a la fun- 2, 
cion armomca X = Xo . sen . Co t. Determi- 
nar la ecuacion de! movimiento del pen- 



dulo. 



Por condicion de! problems ( lJL_ x _^ m 3 j * 'Npy 

X = X 0 sen. cot X = uX oC os.cot l". [ X J 

Cdlculo de la velocidad absoluta de m en funcion de X, y. 

X, = X + { Sen. 0 

X I = X 0 Sen. fait + { Sen. 0 y s £ Cos g 

x, = x oajC os.cjt + fecos.0 v = --ee sen.© TO 

La energia cinelica del sistema es: ' 

T = ^-MX 2 + in<= 1 M X 2 + I m( xf + ) 

Susfifuyendo las ecuaciones (I) y (||) se ofah - ene; 

T = jM(uX 0 Cos.ut) 2 + lm[(cjX 0 Cos.a>t + {0 Cos.0) 2 + 

(£0 Sen. 0 ) 2 J 

T = JCM + m)CcoX 0 Cos.^t) 2 + jm(2u^B Cas.QCos.^i 
La ecuadonde Lagrange para | a coordenada fl serd * *&>"<W 

± for \ st . a; 

dt \ 3e / 96 9 , donde segun (jtjj) ; 

dt Very = dT CmcoX o f Cos -e-cos.cjt + m ? 2 9) = - B x««*t: 

^ Cos.© Sen.cot - ma>X 0 f9 Sen.9Cos.ct + m £ 2 0 

90* = " m ^X o f0 Sen. 0 Cos. cot r A ] 

Por consideracidr.de frabajovirfuaf se deduce: 

Ftf«)»— 9(«.S«,.We) — *F 9 =- mg fSen6 
Sushfuyendo los valores deducidos y elimfnando [A] ; 

-mX^f Cos.0 Sen.ct + m? 2 9 - 0 = - mg < Sen. 0 
Finalmenfe se obh'ene: 

e + | sen.e = Sen . o.t.cos.e Resp . 
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MATRICES DE TBANSFORMACION USADAS 

fl] MATR1Z : {CW} = [T •] [T . ] ( Ver problema 92 

- - "' Sen. 0 



Solucion : 
Ejemplo : 
[2] MATRIZ : 
Solucion : 



' Cos.9. Cos. & Sen. q Cos- 0 
-Sen. 9 Cos.9 
.-Cos.9 Sen. 0 - Sen 9 Sen. A 
Q 9 = - Q x Sen. 9 + Q Y Cos. 9 -J- Q z (0 




0 

Cos. 6 





'a' 


i 


| a '' 







(Vx«} = [Te]" 1 [T^ { V R0 ^ (VerPrpb.76) 
IV 2 J 



Ejemplo: V y = ^ 
[3] {H xyz}= [I] {llxrr} 



"Cos.6 


Cos. 0 - Sen. 9 - 


Cos. 9 Sen. 0' 




r.v«] 


Sen. 9 


Cos. 0 Cos 9 - 


Sen. q Sen. 0 




v. 




Sen <zf 0 


Cos. 0 






z Sen. 


9. Cos. 0+V 9 Cos. 


G -V<j Sen. 9 


Sen j 



(Ver probl 41 1 ) 



J TjQ ^ Donde ; H = Momenta cinefico 

^"^ = V«loeidaa angoiar 

l xx = Mom«nfo de.lnereia 

I = Prodoeto de Insrcia 
'xv 

NOTA.- Las matrices (I) y (2) se cumplen tanto para velocidades como para 
aceleraciones. 




— Ixy 

jyy I yI 



Astro y 
. simbolo 



Sol O 
Mercurio a 
Venus 9 
Tierra ©, 0, * 
Martee 
Jupiter -a 
Saturnob 
Urano 3, V 
Neptuno <? 
Luna ) 



Didmetro 



Aceleraci6n debida 
a la graved ad en la 
superficie 



kms 



: 300 600 

5 140 
12,620 
12 756 

6 360 
143 600 

= 120 600 
53 400 
49 700 
3 476 



Millas 



864 100 

3 194 
7 342 
7 926 

4 263 
39 229 
74 937 

. 33 181 
30 SS2 
2 159.9 



cm/ seg° 



27 440 
392 
882 
980 
392 
2 646 
1 176 
980 
980 
167 



pie/seg 2 



900.3 
12.9 
28.9 
32.2 
12.9 
S6.S 
38.6 
32.2 
32.2 
5.47 



Masa 
(Tierra = 1) 



329 390.00 
0.0549 
0.S073 
1.0000 
0.1065 
. 314.50 
94.07 
14.40 
16.72 
0.01223 
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NOrA..Lo, eoordenodaj X c ( y c 



P*rt»n*etn ai Mntfoid* G. 
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Principals Unidades de Tranaformacion. 



1 pie V° T ** ~ 

1 fcUometxo por 

hora — 
1 METRO por 

SEGUNDO = 
1 milla por bora 
1 centixnetro por 

■ccundo = 3.281 X 10"* 
1 nudo = I 1MS 



0.«H3 



3.281 
1.467 



kzn/b METRO/ SEG roilUs/hr cm/tec 



3.6 X 10" 
1.852 



0.3CM8 
0.2778 



0.01 
0.5144 



0.6818 

0.6214 

2.237 
I 

2.237 X 10" 
1.151 



30.48 

27.78 

100 
44.70 

1 

51.44 



0.5925 
0.5400 



1.944 X 10"* 



1 revolucion = 2ir radianes := 360* 



1 gramo por cm 3 = 1.940 slug/pie 3 



1 centixnetro = 
1 METRO = 
1 . kilometro S 
1 pulgada =: 

1. pie = 



100 
10* 

2.540 
30.48 



1 milla terrestre= 1.609 
X 10* 



3.043 
X 10"* 
1.609 



0.3937 
39.37 



6.336 
X 10* 



Pies 



3.281 
X 10" 1 



8.333 
X 10"' 



6.214 
X 10"* 
6.214 
X 10~« 
0.6214 

1.578 
X 10 -J 
1.894 
X 10" 4 
1 



1" metro cuadrado 




1.1960 


yardas cuadradas 






10.764 


pies cuadrados 


1 centimetre cuadrado 




0.1550 


pulgadas cuadradas 


1 matro ctibico 




35.315 


pies oibicos 


1 decimetro ciibico (litro) 




61,024 


pulgadas ciibicas 






0.21993 


gaiones impenaies 






0.26417 


gaicnes Winchester 


1 tonelada 




0.98421 


toneladas largas 






1.1023 


toneladas cortas 


1 kilogramo 




2.2046 


libras 






35.274 




1 kilogramo por metro 




2.01 59 


libras por yarda 


2 ■ 




0.67197 




1 kilogramo por(metro) 




1.3433 


libras por yarda 






cuadrado 






0.2048 


libras por pie 



1 kilogramo por(metro) 
1 gramo por cenlimetro 



0.06243 
0.57303 

7.233 

0.93632 

1.3414 



libras por 

pulgada cuadrada 

libras por pi« cubic: 

onzas por puigada 

ciibica 

pies libras 

HP 

HP 



1 pulgada cuadrada 

1 yarda ciibica 
1 pie ciibico 

1 pulgada ciibica 
1 galon imperial 
1 galbn Winchester 
1 tonelada com 
1 tonelada targa 

1 quintal 

1 iibra 

1 onza 

1 libra por yarda 

1 libra por pia 

t libra por yarda 
2 

1 libra por pie 
1 libra por pulgada 
3 

1 libra por pie 

t onza por pulgada' 

1 pie libra 
1 HP 



6.4516 centimetros 

cuadrados 
0.76455 (metros) 3 - 
'•a.W (decimetros) * 





(litros) , 


16.337 


Centiniatros) 


4.5463 




3.7804 


litros 


0.90718 


toneladas 


1.0160 


toneladas 


1016.0 


kilogramos 


50.802 


kilogramos 


0.45359 


kilogramos 


28.350 


granios 


0.<960o 


kilogramos 






1.4832 


kilogramos 






0.54249 


kilogramos 




por(metro) 


4.8824 


kilogramos 




per (metro) 2 


0.070307 kilogramos 






16.019 


kilogramos 




porfrnetro) 3 


1.7300 


gramoa por 




(centimetre) 3 


0.13826 


kiiogramet/os 


1.0139 


CV 


0.74S4C 


kW 
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Mementos de Inercia da Solidos Geometrfcos 



MOMENTO DB INERCIA 



GRAFICO 



MOMENTO DE JNERCTa] 




= JW 2 



ELIPSOIDE 

A JEN i 



PLANCHA RECTANGULAR DELGADA 



7, = £mb' " 



PARASOLA 
G 




SEGMENTO CIRCULAR 



SECTOR CIRCULAR 




MOMENTO DS 1NERCIA 



+ j_ 3(0-sen< 



sen9eo*0). 
2 sen 1 0 cm* 



r % m \-a'(9 -Sen 8 COS <5 ) 

/, - +aen9co*d) 



PROD-DE INERCIA 



l„ -o 



AREA y C2NTF.0IBS 



,* - fa* 



-4 - j j <5 - Jsen25) 

2a/ sen: j \ 
Te ™ 3 \i) -3en S cos 9/ 
y<- 0 



2oaen0 

y.-cT 



[ x = Momenta do in«rcia «n Jorno al •(• x-x. 

J = Mom«nto Polor d* in«re!a r«»p«eto at •[« esntroldal. 

Z = I/c = Modulo d« «ccl6n r«cta «n torno al t(« x - * 

Z' = J/c = Modulo da la wccion polar. 

K 2 — I/A = Radio d» giro. 





Area-« + a(ff-H: Jw V7aT 



